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Ref : [Gonnord-Tosel]
Ce développement consiste a démontrer le théoreme fondamental de 1’algebre.

Théoréme 1 (D’Alembert-Gaufl) Le corps C est algébriquement clos : tout polynéme non constant
de C[X] admet une racine.

Démonstration. Pour obtenir ce résultat, on va montrer que tout polynéme non constant de C[X] est
surjectif, et donc que 0 admet en particulier un antécédent. Cette démonstration utilise des résultats de
connexité. On se donne P € C[X] non constant, et on appelle S 'ensemble des racines de P’. Alors S est
fini (puisque tout polynéme posséde un nombre fini de racines) et donc P(S) aussi. On définit également

Q= P(C)\P(S)
{ L = C\P(S)

On va montrer que Q et L sont les mémes ensembles. On en déduira alors que P(C) = C, et donc que P
est surjectif.

Etape 1. Connezité de L.

On va montrer que L est connexe en montrant qu’il est connexe par arcs. On se donne a et b dans L.
On définit pour un point z de C I’ensemble D, des droites du plan complexe (assimilé & R?) passant par
z. En particulier, comme D, est en bijection avec [0,7), c’est un ensemble infini, et comme P(.S) est un
ensemble fini, il existe pour tout z € I une droite de D, ne passant par aucun point de S. On se donne
donc A, € D, et Ay € Dy, deux droites passant respectivement par a et b et ne passant pas par P(S)
(voir figure 7.1). On se donne un réel R > 0 tel que la boule centrée en l'origine et de rayon R, notée
B(0, R), contienne P(S) U {a,b} (R existe car cet ensemble est fini). Comme A, et A, sont des droites
passant par l'intérieur de B(0, R), elles coupent toutes les deux le disque 9B(0, R) en deux points. On
en choisit un pour chacune, que 'on note respectivement a’ et b’. Alors le chemin [a,a’] UC U [/, ], on
[21, z2] désigne le segment reliant z; & zo dans C, et C 'un des deux arcs de cercles reliant a’ & b’ sur
0B(0, R) forme, comme on le voit sur la figure 7.1, un chemin continu de a & b ne passant par aucun
point de P(S5), c’est a dire inclus dans L. Donc LL est connexe.

Etape 2. Q est ouvert dans L.

On se donne x € Q. Alors en partculier, z est dans I'image de P, et on peut donc se donner z € C
tel que P(z) = x. Comme z n’est pas dans P(S), P’(z) est non nul. On en déduit que c¢’est un élément
inversible de C. On applique a P le théoréme d’inversion locale en z : C est un Banach, et P une
application polynomiale donc de classe C! de C vers C, et P’(z) est inversible dans C. On en déduit qu’il
existe un ouvert U, autour de z dans C et un voisinage U, autour de x = P(z) dans C tel que P soit un
Cl-difféomorphisme de U, vers U,. En particulier, U, est inclus dans P(C). On en déduit que U, NL est
inclus dans P(C) N L = Q. Donc € est ouvert dans L.

Etape 3. Q est fermé dans L.

On se donne une suite (x,)pen d’éléments de 2 qui converge vers un élément x € L. On va montrer
que z € §2. Comme pour n € N, z,, est dans 2, on peut se donner un élément z,, € C tel que P(z,) = .
Or les fonctions polynomiales sont propres :

lim |P(z)] = +oo.
|z| =400
On en déduit, comme la suite (P(2p))nen = (Tn)nen est bornée car convergente dans L, que la suite
(zn)nen Vest aussi. Donc, par théoréeme de Bolzano-Weierstraf, il existe une extractrice ¢ et un complexe

z tels que

— Z.

L’O(n) n——+oo

Par continuité de la fonction polynomiale P, on en déduit que

P(Zw(n)) — P(Z)

n—-+oo

Or cette suite est aussi la suite (2y(n))nen, qui converge vers x, donc par unicité de la limite, on a
x = P(z). On en déduit que z est dans Q. Donc Q est fermé dans L.
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FIGURE 7.1 — Construction d’un chemin entre deux points de LL

Etape 4. Conclusion.

L étant connexe, et Q ouvert et fermé dans I, on a Q = () ou Q = L. Or comme P est non constant,
P(C) est infini, et donc comme P(S) est fini, Q n’est pas vide. Donc Q = L, ce qui permet de conclure.
O
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