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Chapitre 1

Algebre

1 Caracteres et sous-groupes distingués

Lecons 103, 107(, 101)

Ref : [Ulm12] 17.3, [Lav1§]

Ce développement consiste a démontrer le théoréeme suivant, qui donne une méthode permettant de
connaitre les sous-groupes distingués d’un groupe fini, en étudiant ses caracteres irréductibles. Tel quel,
il n’est pas tres long, et il peut étre intéressant d’ajouter un exemple pratique. J’en propose deux a l'issue
de la démonstration.

Définition 1.1 On appelle noyau d’'un caractére y associé a une représentation linéaire d’un groupe fini
G Pensemble

ker(x) :=={g € G, x(9) =x(1)}.

Théoréme 1.2 Soit G un groupe fini de cardinal n et de caractéres irréductibles x1, .., Xm. Alors les
sous-groupes distingués de G sont exactement les sous-groupes Hy de la forme

H; = ﬂ ker(x;),
i€l

ou I désigne une partie quelconque de [1,m].

Démonstration.

Etape 1. Un lien entre le caractére et la représentation.

Lemme 1.3 Soit (V, p) une représentation linéaire de G de caractere x. Alors ker(y) = ker(p).

Soit g € G. D’apres le théoreme de Lagrange, g" = 1. On en déduit que p(g)™ est l'identité sur V.
En particulier, le polynéme X™ — 1 annule p(g). Mais comme ce polynéme est simplement scindé sur C,
p(g) est diagonalisable, et ses valeurs propres sont des racines n-iemes de 'unité. On note (A;)1<i<p ces
valeurs propres, qui sont en particulier de module 1. On a alors

Ainsi, on a par inégalité triangulaire
P
X(9)l <D il =p = dim(V) = x(1).
i=1

De plus, 'unique cas d’égalité est celui ot toutes les valeurs propres sont 1, c’est-a-dire si p(g) est 'identité.
Il y a donc bien équivalence entre 'appartenance de g a ker(p) et le fait que p(g) valent p(1).



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.1 Caracteéres et sous-groupes distingués

Etape 2. Un sous-groupe distingué est le noyau d’un caractére.

Soit H un sous-groupe distingué de G. On considére I'action & gauche ¢ de G sur G/H. On consideére
également un espace vectoriel V dont une base est indexée par G/H.' Ainsi, V peut étre vu comme une
représentation linéaire de G, via 'action p, par permutation des vecteurs de base. Alors le noyau de p,
est bien siir le méme que celui de ¢, et c’est donc H. D’apres le lemme on a donc H = ker(x), ou x est
le caractere associé & cette représentation linéaire.

Etape 3. Décomposition des noyaux de caractéres.

On se donne maintenant une représentation quelconque (V, p) de G, et on note x le caractére associé.
On décompose V' en somme de représentations irréductibles

m

_ Dn; __ ®n;

v=Gre -,
1=1 el

oul={ie€[l,m], n; #0} C[1,m]. On a alors, pour g € G fixé, la chaine d’équivalences suivantes (on
applique entre autres deux fois le lemme de 1’étape 1) :

g € ker(x)
= g € ker(p)
= Viel gcker(py,)
<— Viel g¢€ker(x)
= g € () ker(x;)-
il
On a bien montré ker(x ﬂ ker(;).
el
Réciproquement, le lemme montre que si H = [ ker(x;), H est intersection de noyaux de morphismes
iel
de groupes (les pjy; ), donc H est distingué dans G. O

Application 1.4 On donne les tables de caractéres de deux groupes, le groupe symétrique &, (voir
développement 16) et le groupe des quaternions Hg?.

S id|(12)[(123)](12)(34)|(1234)
Y1 e 8 3 6
1 1 1 1
£ 1 —1 1 1 —1
X2 2 -1 2 0
a | 3] 1 0 1 -1
exa || 3 | —1 0 -1 1
1)-11] i j k
Hsilp] 11222
1 1] 1 1 1 1
T[T 1 [=1]-1
xj |11 |—-1]1/]-1
e [1] 1 [=1][—-1]1
x2 |2 —-2] 0 0 0
On obtient donc les résultats suivants :
— pour &y,
o ker(1) = &y,
o ker(e) =y,

(
o ker(x2) = ((12)(3 4)) = Vi,
o ker(ya) = ker(exa) = {id}.

1. On peut par exemple choisir de considérer la représentation réguliere de G/H.

2. Cette table est décrite dans plusieurs livres mais généralement sans démonstration. Celle-ci n’est pas compliquée. Pour
les caracteére de degré 1, on peut simplement observer que x(—1) est d’ordre 2 dans C* et x(z) d’ordre 4 pour z € {i, j, k},
puis dire qu’on teste les plus simples et qu’on obtient bien trois caractéres irréductibles distincts. Ensuite, le caractere de
degré 2 se déduit par les relations d’orthogonalité.
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.1 Caracteéres et sous-groupes distingués

Comme ces groupes sont inclus les uns dans les autres, on a obtenu ici tous les sous-groupes
distingués de Gy.

— pour Hg,
— ker(1) = Hg,
— ker(x.) = (2), pour z € {i,j, k},
— ker(x2) = {1}.
Finalement, les sous-groupes distingués de Hg sont {1}, (—1) = (i) N (), (i), (), (k) et Hs.
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.2 Commutant et polynémes d’endomorphisme

2 Commutant et polynémes d’endomorphisme

Lecons 151, 162

Ref : [FGN09b]2.45

Pour A € M, (K), on note C(A) := {B € M,(K), AB = BA} le commutant de A, et K[A] :=
{P(A), P € K[X]} V'espace des polynémes en A. On note aussi T, (K) 'espace des matrices triangulaires
supérieures de taille n sur K.

Théoréme 2.1 Pour toute matrice A dans M, (K), C(A) = K[A] si et seulement si les polynémes
minimaux et caractéristiques de A sont les mémes.

Démonstration. On se donne une matrice A = (ai;)1<i j<n € My (K).
Etape 1. Dimension du commutant.

On va montrer que la dimension de C(A) est de maniére générale supérieure & n. Pour cela, on étudie
le systeme d’équations
AX -XA=0 (S)

d’inconnue X = (2;5)1<i, j<n € Myp(K). On note S le sous-espace vectoriel de M,,(K) des solutions de ce
systéme, de sorte que I'on a bien stir S = C(A).
— On suppose tout d’abord que A est trigonalisable, et, quitte & changer de base, qu’elle est triangulaire

supérieure. On cherche les solutions triangulaires supérieures de (S). Les solutions correspondent
nin+1) nn+1)
2 2

coefficients de la partie triangulaire supérieure. Mais les équations diies aux coefficients diagonaux

nn—1) ) n(n+1)

sont toujours vérifiées si A, X € T,,(K). Il y a donc — équations pour — inconnues,

aux X de T, (K) (qui est de dimension ) satisfaisant les équations de nullité des

donc P'espace S N T,,(K) est au moins de dimension n, et S également.

— Le résultat est toujours vrai dans le cas ou A n’est pas trigonalisable : en effet, la dimension de
I’espace des solutions d’un systéme linéaire ne dépend pas de I’extension de corps dans laquelle on
cherche les solutions. Ainsi, dans la cloture algébrique IL de K, A est trigonalisable et le raisonnement
précédent permet de conclure.

Ainsi, la dimension de C(A) est au moins n.
Etape 2. Sens direct par égalité de degrés.

Supposons que K[A] = C(A). Alors K[A] est de dimension n. Or la dimension de K[A] est le degré
du polynéme minimal, donc le polynéme minimal est de degré au moins n. Mais comme le polynéme
caractéristique de A est de degré au plus n, et qu’il est divisible par le polynéme minimal (par théoréme
de Cayley-Hamilton), alors ceux-ci sont égaux (car unitaires). Donc g4 = x4.

Etape 3. Sens réciproque par égalité de dimensions.

On suppose que pa = xa. On pose p, le polynéme minimal en = de A, c’est-a-dire le polynome
unitaire qui engendre 1'idéal {P € K[X], P(A)z = 0}. On sait qu’il existe x € K", tel que pa = p, >
Alors i, est de degré n (car égal & x4), ce qui prouve que la famille (z, Az, .., A"~ 'x) est libre, et forme
donc une base de K”. On en déduit que A est cyclique. On considere 'application

f:1c4) — K.
B — Bx

Elle est linéaire. De plus, si Bx = 0, alors BA*2z = A¥Bx = 0 pour tout k, ce qui signifie que B est
nulle, car nulle en tout point d’une base de K™. Donc f est injective. Ainsi, la dimension du commutant
est inférieure & n. Or K[A] est un sous-espace vectoriel de C(A), de dimension deg(ua) = deg(xa) = n.
Donc, par un argument de dimensions, K[A] = C(A). O

2. Sion a le temps, il peut étre bon de démontrer ce résultat. On trouvera par exemple une preuve dans [Gou09].
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.3 Coniques passant par six points

3 Coniques passant par six points

Legons 152, 171, 181(, 162, 191)

Ref : [Eid09] I1.2.1 et I1.3

On démontre ici le théoreme de Pascal et une application a l'existence d’une conique passant par
six points dans certains cas. On a plusieurs options pour ce développement. On peut I'axer coniques
et barycentres, en démontrant le théoreme de Pascal et son application, ou bien démontrer seulement
Papplication, sans utiliser le théoréme, et en étudiant un déterminant 6x6 qui se calcule par blocs (plutdt
pour la lecon 152 donc), comme c’est fait dans la foulée dans [Eid09].

Théoréme 3.1 (Pascal) On se donne six points A, B,C, A’, B’ et (', les trois premiers étant non ali-
gnés. On note P, @ et R les intersections respectives des droites (BC") et (B'C), (AC") et (A'C), et
(AB') et (A’B). Alors P, @ et R sont alignés si et seulement si par les six points A, B,C, A, B’ et C’
passe une conique.

Remarque 3.2 La situation est résumée sur la figure 3.1 : on a tracé dans les deux cas 'unique conique
I' passant par les points A, B, C, A’ et C’. Dans le premier cas, on voit qu’elle passe aussi par B’, et que
les trois points verts sont alignés ; dans le second cas, le point P n’est pas sur la droite RQ et le point B’
n’est pas sur la conique.

(b) Cas défavorable

FicURE 3.1 — Illustration du théoreme de Pascal pour les coniques
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.3 Coniques passant par six points

Démonstration.

Etape 1. Equation barycentrique d’une conique passant par A, B et C.
On se place dans le repére barycentrique (A, B,C), relié au repére cartésien (A,E ,EJ ) par les
relations suivantes :
— un point de coordonnées cartésiennes (u,v) est de coordonnées barycentriques (X,Y, 7Z), avec X =
l—u—v,Y=uet Z=uv,
— un point de coordonnées barycentriques (X,Y, Z) est de coordonnées cartésiennes (u,v), avec u =

— et = .
X+v+z ' T X+v+2Z

On se donne une conique d’équation
a1u? + asuv + azv? + fru+ Bov + v = 0,
avec donc ag, s et ag non tous nuls. En passant aux coordonnées barycentriques, on obtient
VX + (1 + b1 +7)Y? + (a3 + B2 +9)Z° + (B +20) XY + (B2 +27) X Z + (01 + b1 + B2+ 27)Y Z = 0.

Or on veut que A, B et C soient sur la conique, on en déduit que les coefficients en X2, Y?2 et Z2 sont
nuls (en écrivant respectivement que A : (1,0,0), B: (0,1,0) et C': (0,0,1) vérifient I’équation). Ainsi,
I’équation devient

pXY +qXZ 7Y Z =0,

avec p,q,r non tous nuls. Réciproquement, on voit en remontant de cette équation aux coordonnées
cartésiennes qu’on obtient bien 1’équation d’une conique contenant les points A, B et C.

Etape 2. Condition équivalente d’existence de la conique.

Si une conique de la forme recherchée dans I’énoncé existe, en notant (z,y, z), (¢, y', 2’) et (", y",2")
les coordonnées barycentriques de A’, B’ et C”, il existe des coefficients p, ¢, non tous nuls tels que

pxry +qrz+ryz =0
px/y/ + qxlzl _"_ Ty/Z/ — O
pm//y// _|_ qxllzll _|_ ry//Z// — 0
Y xz Yz
ce qui est équivalent au fait que le déterminant | z'y’ 2’2’ 3’2’ | soit nul.

xl/y// x//zll yllz//

Etape 3. Condition équivalente d’alignement des points et conclusion.

On ramene aussi la condition d’alignement des points P, @ et R a la nullité d’'un déterminant. La
droite (BC") est d’équation

0 1 O
Z‘// y// Z// — ZI/X _ {E”Z — 0’
X Y Z
et la droite (B'C) d’équation
0 0 1
¥ oy | =2Y -y X =0
XY Z

On en déduit les coordonnées barycentriques de P, qui sont égales & (2'z”,y'z", 2’2" (on doit traiter &

part les cas ot ' = 0 et z”/ = 0 mais on obtient la méme formule, simplifiée). De la méme maniére on
obtient les coordonnées respectives (zy, yy”, yz) et (zz,yz,22") de Q et R, et le fait que les trois points
soient alignés est alors équivalent a la nullité du déterminant

IIIH le// I/ZN

1 1 "

Ty Yy Yz

xz 2y 22

Or en développant les deux déterminants, on voit qu’ils sont opposés. Donc leur nullité est équivalente,
ce qui prouve le théoreme de Pascal. [

Application 3.3 On fixe un triangle (ABC), supposé non plat, et deux points M et N distincts et
ailleurs que sur les cotés du triangle. On note My le point d’intersection des droites (AM) et (BC), et
Mpg, Mc, Na, Np et N¢ les points analogues (voir figure 3.2). Alors ces six points sont sur une méme
conique.

Brieuc FRENAIS - @®SOO 8 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.3 Coniques passant par six points

Démonstration. On définit A’ comme étant Uintersection de (MpN¢) et (NgMc), et B’ et C’ de fagon
analogue. D’apres le théoréme de Pascal, montrer le résultat est équivalent a montrer que A’, B’ et C’
sont alignés. On va montrer qu’ils sont sur la droite (M N). On se place dans le repére barycentrique
(A, B,C), et on note (z,y,2) et (2,1, 2') les coordonnées respectives de M et N. Ainsi, on veut montrer
que les points A’, B’ et C’ sont sur la droite d’équation

T Yy 2z
oy 2| =0
X Y Z

On étudie le cas de A’, les autres se traitant de méme. Le point Mp est sur les droites (BM) et (AC). 1
vérifie donc les équations

0 1 0

x y z |=2X—-Zx=0
X Y Z

1 0 0

0 0 1|==-Y=0

X Y Z

Ainsi, six =0, X =0 et donc Z # 0, donc les coordonnées de Mp sont (0,0,z), et siz =0, Z = XE et

T
donc en prenant X = z, les coordonnées de Mp sont (x,0, z), formule qui est donc valable que z soit nul
ou pas. De la méme maniere, on obtient les jeux de coordonnées suivants :

- MC: (.T,y,O),
— Np: (2/,0,2),
- N¢: («,y,0).

On veut montrer que A" est sur la droite (M N), c’est-a-dire que les trois droites (MpN¢), (McNp) et
(M N) sont concourantes. Pour cela il faut montrer que le systéme linéaire formé de leurs trois équations
n’est pas de Cramer, a savoir que le déterminant des vecteurs formés par les coefficients des équations
est nul. Les trois équations concernées sont

z 0 =z z y 0 T Yy =z
Z y 0 |=0,2" 0 ¢ |=0,|2 ¢ 2 |[=0
XY Z XY Z XY Z
Il faut donc montrer que l'on a
—y'z z'z xy’
yz' —xz’ —r'y =0.

yz' —y'z 2'z—xd xy —2'y
Or ceci est évident puisque la somme des deux premieres lignes est la derniere.

Finalement, A’ est sur la droite (M N), et le méme raisonnement montre que c’est aussi le cas de B’
et C’. Le théoréme de Pascal justifie alors I’existence d’une conique I' sur laquelle on trouve les six points
Ma, Mg, Mc,Na, Np et N¢. U

Brieuc FRENAIS - @®SOO 9 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.3 Coniques passant par six points

Ny

Ne

(a) Triangle initial

‘\\:\{VA

(b) Théoréme de Pascal pour les points Ma, Mg, Mc, Na, Np et N¢

FIGURE 3.2 — Illustration de I’application 3.3
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.4 Décomposition de Dunford et application

4 Décomposition de Dunford et application

Lecons 153, 154, 155, 156, 157

Ref : [Gou09] IV.4 Th2, [BMP05] Exo 4.18

On se donne un K-espace vectoriel E de dimension finie sur un corps K quelconque.

Théoréme 4.1 (Décomposition de Dunford) Soit v € L(E) un endomorphisme dont le polynéme
caractéristique x est scindé sur K. Il existe alors un unique couple d’endomorphismes (d,n), le premier
étant diagonalisable et le second nilpotent, qui commutent, et dont la somme est u.

Démonstration. On écrit la décomposition du polynéme caractéristique de u en produit de facteurs de
degré 1, comptés avec multiplicité :

x = [T =x).
i=1

On note de plus, pour ¢ € [1,r], N; :=ker ((u — A\; Idg)") les sous-espaces caractéristiques.

Etape 1. Ezistence d’une décomposition de Dunford.

D’apres le lemme des noyaux couplé au théoreme de Cayley-Hamilton, on a

E:éNi.
=1

Ainsi, il suffit de définir d et n sur chaque N;. L’intuition suggere de prendre d(x) = \jz sur N;. On
définit donc
d|N,i = di = )\z IdNi
{ TL|NZ, =n; = U\Ni — >\1 Ile

Bien sfir, IV; est stable par d;, et aussi par n; puisque N; est stable par u3. Ainsi, d; et n; sont des
endomorphismes de N;.

En concaténant des bases de chaque N;, on obtient une base de F formée de vecteurs propres pour
d, donc d est diagonalisable. De plus, on a n;* = 0 pour tout ¢ € [1,7] par définition de N;. Ainsi, si
a = max oy, n® s’annule sur chaque Nj;, et donc sur E. Donc n est nilpotent. Reste a montrer que d
et n commutent. Comme les d; sont des homothéties, d; et n; commutent pour tout i, et donc d et n
commutent sur tous les IV;, donc sur E.

Etape 2. Unicité de la décomposition.

On se donne une seconde décomposition u = d’ +n’. Comme d’ et n’ commutent, u commute avec d’
et n’. On en déduit notamment que pour x € N,, on a

(u— X 1d)* (d'(z)) = d' ((u — A 1d)™ (2)) = d'(0) = 0,

et donc N; est stable par d’. Ainsi, d; étant une homothétie sur N;, d; commute avec df N, (qui est bien

un endomorphisme de N;), et donc d et d' commutent. Comme ce sont de plus deux endomorphismes
diagonalisables, ils sont codiagonalisables, et donc d — d’ est diagonalisable.

De plus, comme n =u—d et n’ =u — d’, et comme d et d commutent, n et n’ commutent, et donc

on a pour k € N
k
Nk k) J(_ o \k—J
=y =3 (B Y iy

Jj=0

et donc en prenant k > 2dim(FE), la somme s’annule, ce qui montre que n — n’ est nilpotent. Ainsi,
n—n’ = d’' —d est nilpotent et diagonalisable, donc nul. On en déduit 'unicité de la décomposition. [

On prend cette fois K =R ou C (pour définir 'exponentielle d’endomorphisme).

Application 4.2 Siu € L(FE), u est diagonalisable si et seulement si exp(u) ’est.

3. En tant que noyau d’un polynéme en w.
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.4 Décomposition de Dunford et application

Démonstration. On note u = d + n la décomposition de Dunford de u, et p 'indice de nilpotence de n.
Tout d’abord, comme d est diagonalisable, exp(d) 1’est (on prend une base de vecteurs propres pour d, et
exp(d) agit par homothétie sur chaque droite propre, le rapport étant I’exponentielle de la valeur propre
de d correspondante). Il faut donc montrer la réciproque.

Etape 1. Décomposition de Dunford de exp(u).

Montrons que la décomposition de Dunford de exp(u) est
exp(u) = exp(d) + exp(d)n’,

p—1 i
avec n’ = exp(n) —Id = Z % On a déja vu que exp(d) est diagonalisable. De plus, comme d et n
k=1

commutent, exp(d) et exp(n) commutent aussi, donc exp(d) et n’ commutent, et exp(d) et exp(d)n’ aussi.
11 reste & montrer que exp(d)n’ est nilpotente. Or n’ est le produit de n et d’un polynéme en n, donc
comme 7 est nilpotent, n’ I'est aussi. De plus, comme exp(d) et n’ commutent, (exp(d)n)* = exp(d)¥n’*
et donc exp(d)n’ est bien nilpotent.

Etape 2. Condition suffisante de diagonalisabilité.

On suppose donc maintenant que exp(u) est diagonalisable, c’est-a-dire que exp(u) est égale a la partie
diagonalisable de sa décomposition de Dunford . Cela signifie que exp(d)n’ est nulle, et donc que n’ est

n—1
nulle (car exp(d) € GL(F)), c’est-a-dire que exp(n) = Id. Ainsi, le polyndéme X + --- + = annule
n—1)!
n—1
n. Comme le polynéme minimal de n est XP, on a XP|X + -+ W et donc nécessairement p = 1.
n—1)!
Finalement, n = 0 et u = d est diagonalisable. 0

Pour la legon 156, il faut clairement insister sur 'application. Pour la 154, plutot sur la démonstration
du théoreme de décomposition. Pour la 153, on peut présenter cette autre version de la démonstration,
qui justifie aussi que d et n sont des polyndémes en u. On utilise en particulier le résultat suivant.

T
Proposition 4.3 Si £ = @Ni est la décomposition de E adaptée a la décomposition en facteur
i=1
irréductibles d'un polynéme annulateur P de u, les projecteurs sur les N; parallelement aux N; sont des
polynomes en u.

T T
Pour démontrer cette proposition, on note P = HP{“, Q; = HP;“", Z U;Q; = 1 une relation de
i=1 i i=1
Bézout, et on montre que p; = U;Q;(u).

Finalement, on montre le théoreme de Dunford.

Démonstration.

Etape 1. Existence de la décomposition de Dunford.
Comme y annule u (théoréme de Cayley-Hamilton), la proposition s’applique : on note p; le projecteur
sur N; parallelement a @ Nj, qui est donc un polynéme en u. On pose alors
J7#i

i=1

Au vu de sa définition, d est bien sir diagonalisable (prendre une base propre de chaque NN;). Montrons
que n = u — d est nilpotent. On a

n=u—d= Z(u — X\ Id)p;.
i=1

Par propriété des projecteurs, et comme p; commute avec u — A; Id, on en déduit que pour £ > 0, on a

r

k
nk = Z(u —NId)kop; = Z]% o (u— X\ Id)*.
i=1

i=1

Donc n est nilpotent d’indice max c;. Comme d et n sont des polynémes en u, ils commutent.

4. En effet, comme u est diagonalisable, u = u + 0 est une (et donc la seule) décomposition de Dunford de w.
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Etape 2. Unicité de la décomposition.

On utilise la méme preuve que dans la premiere démonstration, a ceci pres qu’il suffit de rappeler
que d et n sont des polyndmes en u pour montrer que si d’ et n’ commutent, ils commutent avec d et n
(puisqu’ils commutent avec u). O
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DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.5 Décomposition de Frobenius

5 Décomposition de Frobenius

Lecons 150, 153, 154(, 122, 151, 159)

Ref : [Gou09] B.2 Thl

Le théoréme suivant donne une maniere de réduire les endomorphisme dans n’importe quel cadre,
sans avoir besoin de se placer sur un corps ou les polyndémes ont des racines. On peut notamment en
déduire le théoreme de réduction de Jordan si I'on ajoute '’hypothese de cloture algébrique sur le corps.

On se donne donc un corps K et un espace vectoriel E de dimension n.

Théoréme 5.1 (Réduction de Frobenius) Soit v € L(E). Il existe un unique entier r» > 1, et des
sous-espaces F1,--- , F,. de F stables par u, tels que
(i) E=FN®---OF,,
(ii) pour i € [1,7], la restriction u; := u|p, est un endomorphisme cyclique sur Fj,
(iii) en notant p; le polyndéme minimal de w;, pi+1|w;, et les polynoémes pq, - - - , 4, ne dépendent que de
u, et pas des sous-espaces Fj.
On dit que les p; sont les invariants de similitude de u.

Démonstration.

Etape 1. Supplémentaire du plus grand espace sur lequel u est cyclique.

On note k > 0 le degré du polynéme minimal ; de u, et on se donne x € E tel que jiy, ; = . Alors le
sous-espace F := E, , = {P(u)(z), P € K[X]} est de dimension k, et est bien siir stable par w. De plus,
la famille (ey,--- ,ex) = (z,u(x), -+ ,u¥~1(z)) forme une base de F. On compléte cette famille en une
base (€1, ,e,) de E, et on note (e}, -, e}) sa base duale. On définit la partie I := {fu’(e}), i € N},
et on fixe le sous-espace G = I'’ de E. C’est 'ensemble des vecteurs tels que la k-iéme coordonnée de
u'(x) (dans la base (e;)i1<j<n) est nulle pour tout 7. En particulier, c’est un sous-espace stable par w.

P
Montrons que G est un supplémentaire de F' dans E. Soit y = Z a;e; un vecteur de F'N G, en ayant
i=1
choisi p de maniére a ce que ce soit le plus grand parmis les indices des coefficients non nuls de y dans la
base (€)1<j<n. Comme y € F, p < k. On a de plus

0="""P(e})(y) = eflaren—pi1 + - + apex) = ap,

ou la premiere égalité est due au fait que y € G. Ceci est bien sir absurde si y # 0. Donc F' et G sont en
somme directe. De plus, on a

dim(G) = dim(E) — dim(Vect(I")).
On doit donc montrer que VectI' est de dimension k. On considére pour cela ’application

v:| Ku] — Vect(T)
v o— ()
p .
Par défition de Vect(T'), ¢ est surjective. Soit v = Zaiuz € Klu], avec p < k et maximal parmi les
i=1
indices dont le coefficient a; est non nul, tel que ¢(g) = 0. Alors
0= p(v) (WP (2)) = ep(arer—ps1 + -+ aper) = ap,

ce qui est une nouvelle fois absurde si v # 0. Donc ¢ est injective. Donc Vect(T") est de méme dimension
que KJu], c’est-a-dire k. Finalement, F' et G sont tous les deux stables par u et sont supplémentaires 'un
de l'autre.

Etape 2. Ezistence des invariants de similitude par récurrence finie.

On note py le polynéme minimal de ujr, et P; le polynome minimal de u|g. Tout d’abord, p1 = fiy,«
par construction, et donc en fait c’est le polynéme minimal de u. De plus, comme G est u-stable, u|g €
L(G) et les polynémes en u sont bien définis; on observe alors que p(u)g) = 0, et donc Pyi|u;. On
itere alors I'algorithme, en appliquant le raisonnement précédent a u|g sur G. Comme G est de dimension
strictement inférieure & celle de E, l'algorithme se termine en au plus n étapes. A ce moment-1a, le
polyndéme minimal est égal au polynome caractéristique, et u|x, est cyclique. Ainsi, E est somme directe
de tous les F;. Par construction, u est cyclique sur chaque Fj;. De plus, le polynéme P; construit a 1’étape
i est le polynome minimal de u|g,,, par construction, donc on a en fait P; = p;11, ce qui donne (iii).

Brieuc FRENAIS - @®SOO 14 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.5 Décomposition de Frobenius

Etape 3. Unicité des invariants de similitude.

On suppose l'existence de deux familles de sous-espaces (Fy,---,F.) et (Gy,---,Gs) vérifiant les
points de I’énoncé. On note cette fois u; les polynémes correspondants & la famille (G;). Les axiomes
impliquent que le premier polynome des deux familles est le polyndome minimal de « : en effet, si P est un
polynéme annulateur de w, en particulier P annule uy, donc u et ) divisent P; de plus, sié € [1,7] (resp
J € [1,s]), p; divise puy (vesp. p; divise piy) donce py (vesp. py) annule u|, (vesp. u|g, ). Donc puy = p = p.

Supposons maintenant que les familles (1;)1<i<, et (1))1<j<s sont distinctes. Alors, comme par (i) et
(ii), on a

> deg(ps) =n ="y deg(u}),
i=1 j=1

il existe des indices ¢ > 1 tels que p; # p, et on choisit le plus petit d’entre eux. Comme py divise p;
pour j >4, on a par (ii)

pi(w)(E) = pi(u)(F1) @ -+ @ pi(u) (Fi-1).
On a aussi

pi(u)(E) = pi(u)(G1) @ - - @ pi(u)(Gs).

On se donne, pour j < i, des bases Bj et B; adaptées a la cyclicité de u|p; et u|g,, et on en déduit que
ces deux endomorphismes sont semblables. Donc p;(u|r,) et pi(u|q,) sont semblables, et on en déduit que
i (w)(F;) et pi(u)(G;) sont de méme dimension. En passant a la dimension dans les deux expressions de
pi(u)(E), on en déduit que p;(u)(G;) est réduit & {0} pour j € [i, s], et donc en particulier, en prenant
j = i, on obtient que p}|u;. Par symétrie de rdle, on obtient aussi que p;|u;. Mais comme ces deux
polynoémes sont unitaires, on en déduit qu’ils sont égaux, ce qui est absurde. Finalement les deux familles
sont bien les mémes. O

Le forme de Frobenius de u est alors la matrice de u dans une base adaptée a la cyclicité de u sur
chacun des F;, formée de matrices compagnons pour les P;.

Si le temps le permet, il peut étre intéressant d’ajouter la démonstration de lemme suivant.

Lemme 5.2 Il existe o € E tel que pt = [y 4.

Démonstration.

Etape 1. Propriétés des espaces E, . et des polynomes [ty , .
On montre deux résultats sur les espaces E, , := {P(u)(z), P € K[X]}. On se donne pour cela
z,y € E.
— Supposons que E, , N E, , = {0}. Comme /i, z4y(u)(z+y) =0, on a
Mty (W)(@) = —fu,wty (W) (Y)-

Ces deux éléments sont respectivement dans E, , et F, ,, donc nuls. Donc ji, , et fi,, divisent
Hu,z4y- Comme on a aussi

PPC(fhs 5 fu,y ) (W) (T + y) = PPC(flas iz, s,y ) (1) () + PP (fay iy s,y ) (1) (y) = O,

on en déduit que fiy zyy = PPCM (L 25 fuy)-

— Supposons que fiy .y €t fl,, sont premiers entre eux. On se donne z € E, , N E,,. Alors z =
P(u)(x) = Q(u)(y), avec P,Q € K[X]. On a alors

0= P(u) 0 pru,z(w)(@) = prue (1) © P(u)(2) = pu,z(w)(2) = (fuzQ) () (y)-

Donc [ty y|ftu,«@, et donc d’apres le lemme de Gaus, p, ,|Q. On en déduit que z est nul, donc E,, ,
et I, , sont en somme directe. De plus, on en déduit aussi que fiy, g4y = fu,zfu,y, b donc

dim(E, y+y) = deg(pu,s+y) = deg(pn.o) + deg(py,y) = dim(Ey, ,) + dim(E, ).
De plus, si Upty,z + Vitu,y = 1, on a pour tout z = P(u)(x +y) € Ey oty
z = (PUpuz)(w)(@ +y) + (PVpy)(w) (@ +y) = (PUpwe) (@) (y) + (PV iy ) (w)(2) € Eyg + Euy.

On a finalement montré que Fy vy C Eyz @ Ey,y, et donc par égalité de dimension Fy ;4 =
Eu,:r ) Eu,y-
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Etape 2. Cas des facteurs du polynome minimal.

Soit P un facteur irréductible de p et o sa multiplicité : p = P*Q, avec ) premier avec P et donc
P“. Grace au lemme des noyaux, on a donc

E = ker(P*(u)) @ ker(Q(u)).

Soit = € ker(P%(u)). Alors fi, .| P%, donc (comme P est irréductible) il existe 3, < a tel que j,, , = PP=.
On cherche = € ker(P*(u)) tel que /3, = a. Supposons qu’un tel z n’existe pas, et donc que pour tout
x € ker(P%(u)), P 1(u)(x) = 0, cest-a-dire que ker(P*~!(u)) = ker(P*(u)). Alors en appliquant le
lemme des noyaux dans I’autre sens, on obtient que P*~'Q annule u, ce qui contredit la minimalité de
p. Donc il existe x € ker(P(u)) tel que piy ., = P®.
k
On note maintenant p = H P la décomposition de p en produit d’irréductibles, et z; un vecteur

i=1
de ker(P/* (u)) tel que py ., = P. Alors en appliquant k& — 1 fois la premicre étape, on en déduit que
Euzitota, = Bug, @@ Ey 4, = et done

k
_ i _
Huzy 4z, = sz =
i=1
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6 Décomposition polaire et applications

Legons 106, 155, 158, 160(, 150)

Ref : [CG13] VLI+[FGNO09c] 2.28

Ce développement consiste a démontrer le théoreme analogue a celui de décomposition polaire dans
C : on sait bien siir que tout élément de C* s’écrit de maniére unique sous la forme z = pe®, pour p € R%
et 6 € [0,27). On va donc démontrer le théoréme suivant, en se plagant cette fois dans M,,(C). On note
ici H,, = H,(C) l'espace des matrices hermitiennes de M,,(C), H,f* = H T (C) son sous-espace des
matrices définies positives, et U,, = U, (C) I’espace des matrices unitaires de M,,(C).

On peut adapter ce développement pour qu’il rentre plus dans le cadre des legons dans lesquelles on
veut le présenter. Par exemple, il est plus judicieux de présenter le théoreme et la démonstration (qui est
la méme) sous leur forme réelle dans le cadre de la lecon 160. De plus, les deux corollaires présentés en
fin de développements sont deux applications dont les démonstrations prennent des durées différentes,
ce qui permet de moduler en fonction du temps restant a l’issu de la démonstration du théoréme de
décomposition polaire. Enfin, si 'on n’a pas d’autre idée de développement pour la lecon 150, on peut
toujours 'y faire figurer, en donnant 1’énoncé sous la forme "action de groupes" : le théoreme montre que
les éléments de H, t(C) (resp. S;7T(R)) caractérisent les orbites de l'action a droite (resp. & gauche) de
U, (C) (resp. O, (R)) sur GL,,(C) (resp. GL,(R)).

Théoréme 6.1 L’application
&:| HI*xU, — GL,(C)
(H,Q) +— HQ
est un homéomorphisme. En particulier, tout élément M de GL,,(C) s’écrit donc de maniére unique sous

la forme
M = Rexp(iO),

avec R € H't et © € H,,.

Démonstration. Etape 1. Surjectivité de ®.
On se donne M € GL,(C). On remarque tout d’abord que M M* est hermitienne définie positive. En
effet, on a
~ si X est un vecteur non nul de C”, alors (MM*X, X) = (M*X, M*X) = |[M*X||* > 0, car M* est
inversible.

Ainsi, d’apres le théoréme spectral, il existe une matrice unitaire U € U,, qui diagonalise M M™*, c’est a
dire qu’il existe des réels d, .., d, tous strictement positifs tels que

MM*=U*DU,
avec D = diag(d;)1<i<n. On note alors VD := diag(v/d;)1<i<n, et on pose
H :=U*VDU.

On voit alors que puisque U est unitaire, H?> = MM*. On pose alors Q := H~'M, de sorte que ’on
a HQ = M. Comme on a H* = H, H est hermitienne. De plus, ses valeurs propres sont des réels
strictement positifs (les v/d;), donc elle est définie positive. On a également Q*Q = M*H2M = I,
donc @ est unitaire. On en déduit que M = ®(H, Q).

Etape 2. Injectivité de ®.
On se donne une seconde décomposition M = H'Q’ de M dans H, " xU,. On a alors
M* —_ (H/Ql)* — Q/*H/* — Ql_lHl.

On en déduit que M M* = H'?. Or on a déja vu que M M* = H?. On se donne un polynéme P € R[X] qui
interpole les d; sur les \/d;. On a alors H = U*P(D)U = P(U*DU) = P(MM*) = P(H'?). Donc H est
un polynoéme en H', et donc H et H' commutent. Mais comme elles sont toutes les deux diagonalisables
(d’apres le théoreme spectral), elles sont codiagonalisables. Il existe donc deux familles (h;)1<i<n €t
(h)1<i<n de réels strictement positifs et une matrice R € GL,,(C) telles que

H = R~ 'diag(h;)R
H' = R~ diag(h})R
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Mais comme H? = H’2, on doit donc avoir h? = h? pour tout i, et donc h; = h} puisque ces coefficients
sont des réels positifs. Finalement, on obtient H = H’. On en déduit également @Q = @Q’. Donc ® est
injective.

Etape 3. Continuité de ®1.

Puisque le produit matriciel est continu, ® I’est. Il reste & montrer que ®~! I’est aussi. Puisque 'on
se trouve dans des espaces métriques, on va montrer qu’elle est séquentiellement continue. On se donne
donc une suite (My)ren, qui converge dans GL,,(C) vers M. On note également pour tout k

My, = HiQx

la décomposition polaire de My, et de méme M = H(Q). On sait que l'espace U,, est compact, car fermé et
borné (et M,,(C) est de dimension finie). Donc la suite (Qx)ren admet une valeur d’adhérence, que 'on
note A. Il existe donc une extractrice ¢ telle que la suite (Qu(x))ren converge vers A. Par continuité du
produit matriciel, la suite (H,x))rsn converge alors vers S := M A*. Comme 'espace H;' des matrices
semi-définies positives est fermé, et S est limite d'une suite d’éléments de H,/* C H,, elle est semi-
définie positive, et elle est aussi inversible puisque M et A* le sont, donc elle est finalement définie
positive. Donc S A est une décomposition polaire de M. Ainsi, par unicité, on a S = H et A = ). Ainsi,
la valeur d’adhérence est unique, ce qui prouve que la suite (Qx)ren converge vers @, et donc (Hy)kren
vers H. (I

Ezemple. On prend M = <1 +01\@ ?) On a alors

2 0\ (eF 0 2 0 .
=@ (0 )= )l

ce qui donne une décomposition polaire de M sous la forme M = H expiO.

o wl

0
z )
2

La version réelle du théoréme est aussi valable.

Théoréme 6.2 L’application

est un homéomorphisme.

Corollaire 6.3 Si A € GL,(R), alors [[|A|, = /p (‘AA).

Démonstration. Soit A = 0S € GL,(R). Alors comme O € O,(R), on a ||Az|| = ||Sz| pour tout vecteur

z € R™. On a donc || A]||l, = [|IS]ll,. Comme S est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base

orthonormée (eq, ..,e,) de R™, composée de vecteurs propres pour les valeurs correspondantes, qui sont
n

positives strictement, Ay > .. > A, > 0. Soit alors z = Z:L‘iei de norme 1, on a
i=1
2

2 2
[Sz]” < < Pl = [l

n
g AiTie;
i=1

De plus, le cas d’égalité est atteint pour = e;. Donc [||S]||, = p(s). On en déduit :

1Al = 11S1ll, = p(S) = /A2 = /(%) = V/p(1A4)

car "AA =t S100S = S2. O

Corollaire 6.4 Les points extrémaux de la boule unité de M, (C) sont exactement les éléments de
U,(C).
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Démonstration.

— Montrons que @ € U,(C) est extrémal. Supposons que Q = A + B, avec A, B deux éléments de
norme inférieure a 1. On a pour z € E unitaire

1 1 1
Izl = 1Qzll = 5 |Az + Ba|| < 5 ([ Az|| + [ Bz)) < 5 (1Al + I BII) < 1.

Comme x est de norme 1, toutes les inégalités sont des égalités. On en déduit que A et B sont de
norme 1, que Az et Bx sont de norme 1, et qu’ils sont positivement liés. Ainsi, on a nécessairement
Ax = Bz, et donc A = B car ceci est vrai pour tout vecteur unitaire. Donc (Q est extrémal.

— Réciproquement, si A est de norme inférieure a 1 et non unitaire, on écrit A = HQ la décomposi-
tion polaire de A (ici, H est seulement semi-définie positive). Comme H est hermitienne, elle est
orthodiagonalisable : il existe P € U, (C) et D diagonale a coefficients réels telles que H = P*DP.

Comme ||| H]|| = ||| A]l], les coefficients diagonaux \; sont tous compris entre —1 et 1. De plus, comme

A n’est pas unitaire, au moins 1'un des \; (supposons que c’est A1) est strictement compris entre
o+ .

—1 et 1. On pose alors \; = 3 B avec a # € [—1,1], et on note D' = diag(a, Aa,..\,) et

1
D" = diag(B, \a, ..\,). Alors A = 3 (P*D'PQ + P*D"PQ). On a de plus, pour x unitaire

* 2 2
|P*D'PQa||” = | D'PQz|* < ||D'||* | PQz|* < 1,

donc P*D’'PQ est dans la boule unité, ainsi que P*D” PQ. Donc A est combinaison convexe de
deux éléments de la boule, et n’est donc pas extrémal.

O
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7 Dénombrement des polynémes irréductibles sur F,

Lecons 123, 125, 141, 142, 144, 190

Ref : [Goz09] Lemme VII.26, Th VIL.27, Déf VII1.33

Le but de ce développement est de donner une idée du nombre de polyndémes irréductibles unitaires
sur les corps finis. On introduit pour cela la fonction de Mobius, dont on va donner quelques propriétés,
avant de s’intéresser a la structure des polyndmes sur les corps finis.

Il faut moduler ce développement en fonction de la lecon. Pour les lecons 141, 142 et 144, on peut
admettre le théoréme d’inversion et parler presque uniquement de polynémes, de racines et de pged. Pour
la 190 au contraire, il faut absolument passer du temps sur Mobius. Pour les legons sur les corps, on peut
passer du temps sur les deux derniéres étapes de la démonstration, et et choisir ce que 'on préfere entre
le lemme d’arithmétique et les propriétés de Mobius qui sont décrites ci-dessous.

On se place dans la C-algébre® S = CN', ot le produit interne est défini par
n n
uxv(n) = Zu (3) v(d) = Zu(d)v (8) .
d|n n
C’est une algebre commutative unitaire, dont le neutre est xy = 6;.

Définition 7.1 On définit la fonction de Mébius p par les axiomes suivants
(i) p() =1,
(ii) si les p; sont deux & deux distincts, u(py - - - pr) = (—=1),
(iii) si n a un facteur carré, u(n) = 0.

Alors p est 'inverse dans S de la fonction 1 constante égale a 1.

Démonstration. Comme le produit est commutatif, il suffit de montrer p* 1 = x. Tout d’abord, 'axiome
(i) justifie le calcul suivant :

px (1) = p(HI(1) =1 = x(1),
On doit maintenant montrer que si n > 1, p* 1(n) = 0. Soit p € P et k € N*. On a grice aux trois
axiomes

k
pr L) =" pld) = p(p') = p(1) + p(p) = 0.

dlp* i=0

,
Maintenant, si n = | | p;’, ona
j=1

prl(n)= > il

11<k1,..,ir <k

La somme ci-dessus possede en fait 2" termes non nuls : ce sont les termes tels que i; € {0, 1} pour tout
J, et qui sont donc en bijection avec P([[1,r]). Finalement,

) = Y =30 () ¢ =

AeP([1,r]) 1=0

On en déduit immédiatement le théoréme suivant.

Théoréme 7.2 (Inversion de Mdbius) Soient u et v dans S, tels que

un) = 3" g(d).

d|n

g(n) =D u(d)f ()
dn

5. Si on n’a pas envie de recevoir trop de questions poussées sur la notion d’algébre, on peut juste dire que c’est un
espace vectoriel avec un produit sympatique.

Alors on a pour tout n € N*
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On en vient aux polyndmes irréductibles sur le corps Fp,. On note Z,(p) 'ensemble des polynémes
irréductibles unitaires de degré n sur F,, et L,(p) = |Z,(p)|.

Application 7.3 Pour n € N*, on a
1 n
L) == u(5) "
(p) =~ ;M L

mn

En particulier, I,,(p) ~ L
n

Démonstration.

Etape 1. Un lemme dans les anneaus euclidiens.

On commence par montrer le lemme suivant.

Lemme 7.4 Soit A un anneau euclidien. On se donne a € A*. Alors pour tout couple (m,n) d’entiers
naturels non nuls, m divise n dans 7Z si et seulement si ¢ — 1 divise a™ — 1 dans A.

On note n = gm + r la division euclidienne de n par m. Alors on a

—

a"—1=(a? -1)a"+a" —1=(a"-1)Y a™" +a" —1.

%

Q

I
=)

Ainsi, les diviseurs communs a a — 1 et ™ — 1 sont les diviseurs communs a a™ — 1 et " — 1. On
applique alors I'algorithme d’Euclide pour calculer le pged de m et n. On construit alors une suite de
restes r1,..,7n,0, ou rx est donc le pged recherché. En itérant le raisonnement fait plus haut, on voit
que a” — 1 et "™ — 1 ont les mémes diviseurs communs que a"™ — 1 et a"¥+' — 1 = 0. Donc le pged de
a" —1 et a™ — 1 est aP2°d(™n) _ 1 Finalement, on a

m|n
pged(m,n) =m
gpged(mn) _ 1 — gm _q
pged (a® —1,a™ — 1) =a™ -1
a™ —1la™ — 1

Ny

La seconde équivalence est vraie (son sens réciproque) car I'anneau est intégre et a non inversible.

Etape 2. Facteurs irréductibles de X?" — X

On note ¢ = p™. On veut montrer le résultat suivant :

x-x=1] [] @

d|n Q€Zq(p)

On applique pour cela le lemme & A = Z, pour déduire que d divise n si et seulement si p? —1 divise p™ —1,
puis en réappliquant le lemme dans A = [F,[X], en obtient que d divise n si et seulement si xr'-1 1
divise X971 — 1 dans F,[X].

Or, si Q € Zy(p) est différent de X, comme Fa = Fp [X]/(Q), en fixant I'image o du polynéme X dans

Fpa, P’ =1 =1 (par théoreme de Lagrange) donc @ divise xri-1o 1, et donc X7~ ' — X. Finalement, tout
polynéme qui se trouve dans 'un des Zy(p) divise X? — X. Comme tous ces polyndmes sont irréductibles,

ils sont premiers entre eux, donc leur produit divise aussi X9 — X.

xi-x=pP[[ [] @

d|n Q€Zq(p)

On note donc

On veut montrer que P = 1. On suppose par 'absurde que P # 1, ¢’est-a-dire (comme tous les polynémes
considérés sont unitaires) que P est au moins de degré 1. Soit F' un facteur irréductible de P, et d le degré

de ce facteur. Alors F' € Zy(p), donc F divise X9 — X, et aussi X P X (par le méme raisonnement que
précédemment). Donc il divise leur pged, que 'on note A. D’apres le lemme, on a en notant § = pged(n, d)

A= Xpged(X91 —1, XP""1 - 1) = x(xPeed L' _ 1) = xp° _ X,
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Donc A est un polynéme de degré p° a coefficients dans F,, donc dans le corps de rupture F,[X]/(F) =
[F,a, et il est nul dans ce corps (car divisible par F'), donc il y a p¢ racines. Ainsi, p¢ < p?, et donc d = 6.
Ainsi, d divise n. Finalement, F' € Z,(p) donc F? divise XP" — X. Ceci est absurde, puisque X?" — X est
sans facteur carré. Donc P = 1. Finalement, on a montré

xi-x=1] [] @

d|n Q€Zq(p)

Etape 3. Conclusion par inversion.

On passe au degré dans ’égalité précédente. On en déduit
P =Y dL(p).
d|n

11 suffit alors d’utiliser le théoréeme d’inversion de Mdbius pour conclure : on obtient

nl(p) = n (%) pe.

d|n

L’équivalent se déduit immédiatement. ([
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8 Groupes d’isométries du tétraedre et du cube

Lecons 101, 105, 161, 191

Ref : [CG13], XII Prop 3.12 & Prop 3.15
Ce développemment consiste a étudier les groupes d’isométries laissant stables le tétraedre et le cube.

Si C est un ensemble de points de R™, on appelle groupe d’isométries de C, et on note Iso(C),
I'ensemble des isométries affines de R™ laissant stable I'ensemble C. On note aussi Isot(C) Iensemble
des isométries affines positives de Iso(C). On appelle Ay le tétraedre régulier et Cs le cube, qui sont deux
ensembles de R3.

Théoréme 8.1 Le groupe des isométries du tétraedre est Iso(Ay) ~ Gy, et le groupes des isométries
positives du tétraédre est Iso™ (Ay) ~ Ay.

Démonstration. On note A, B,C et D les sommets du tétraedre, comme sur la figure 8.1a. On définit le
morphisme
v:|Iso(Ay) — 6(A,B,C,D)~6,
/ —  fl{a,B,c,n}

Ce morphisme est bien défini puisque {4, B, C, D} est par définition stable par les éléments de Iso(Ay).
On va montrer que ¢ est bijectif.

— On se donne f tel que p(f) est 'identité. Puisque les vecteurs AB, AC, et AD forment une base
de R?, I'image de f sur cette base caractérise f, et donc f est I'identité sur R3. Donc ¢ est injectif.

— On veut maintenant montrer que ¢ est surjectif. On cherche tout d’abord un antécédent a la
permutation (A B). On doit trouver une isométrie qui échange A et B sans toucher & C et D.
On note alors M le milieu de [AB], et on considére la réflexion de plan (CDM), qui est bien une
isométrie, et qui effectue exactement les déplacements recherchés. Donc (A B) est dans 'image de
p, et par symétrie de la figure, toutes les transpositions aussi. Or les transpositions engendrent G,
donc tous les éléments de G4 sont dans I'image. Donc ¢ est surjectif.

On en déduit donc que le groupe des isométries du tétraedre est Sy.

De plus, comme SO3(R) est d’indice 2 dans O3(R), et comme par symétrie centrale de Ay, tout
élément de Iso™(A4) correspond bijectivement & un élément de Iso™ (Ay), Isot(A4) est aussi d’indice 2
dans Tso(Ay). Or le seul sous-groupe d’indice 2 dans &, est 4, donc Isot(Ay) = Ay.

(a) Tétraddre régulier Ay et plan (CDM) (b) Tétraedre apres transformation par la réflexion
de plan (CDM)

FIGURE 8.1 — Tétraedre régulier A, et isométries

O

Théoréme 8.2 Le groupe des isométries du cube est Iso(Cg) ~ G4 xZ/27Z et le groupe des isométries
positives du cube est Iso™ (Cyg) ~ &,.
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(a) Cube Cs et grandes diagonales
(b) Cube et transformation par la rotation du plan II

FIGURE 8.2 — Cube Cj et isométries

Démonstration. On numérote les sommets du cube selon la figure 8.2a. On remarque tout d’abord que
toute isométrie laissant stable le cube doit laisser stable les quatre grandes diagonales D; = [4;B;]. En
effet, comme une isométrie conserve les distances, et comme les couples (A;, B;) sont les couples de points
les plus éloignés de Cyg, I’ensemble de ces couples est stable par toute isométrie du cube. On définit alors
le morphisme de groupe
¢:|IsoT(Cs) — &(D)~6,
/ —  fip

ot D désigne I’ensemble des couples (A;, B;). On va montrer que ¢ est un isomorphisme.

— On se donne f tel que o(f) est lidentité, et on suppose par 'absurde que f n’est pas 'identité.
Comme f n’est pas I'identité, 'un des sommets A; de la face du bas n’est pas stable par f (sinon,
pour conserver les diagonales, f doit laisser stables tous les points du cube, et donc f est I'identité).
Mais alors, f(A;) = B; puisque lensemble {A;, B;} est stable par f. Mais comme f conserve les
distances, cela implique que pour tout j € [1,4], f(4;) = B;. On en déduit que f est 'opposée
de 'identité, ce qui est absurde puisque cette isométrie est négative. Donc f est I'identité, et ¢ est
injectif.

— On note maintenant IT le plan engendré par les diagonales Dy et D, et on consideére la rotation p
d’angle 7 autour de autour de ’axe orthogonal & II passant par le centre O du cube (qui est bien
une isométrie positive). Alors, comme on le voit sur la figure 8.2b, Dy et Dy sont stables, mais
D3 et Dy sont échangées. On en déduit que ¢(p) = (D3 Dy). Un raisonnement similaire sur les
autres couples de diagonales successives montre que toutes les transpositions (D; D;41) sont dans
¢(Iso™(Cy)). Or ces transpositions engendrent &(D), donc ¢ est surjectif.

On en déduit bien que Iso™(Cg) ~ &,.

Par le méme argument que précédemment, Iso™(Cg) est d’indice 2 dans Iso(Cg). En particulier, il
est distingué. De méme, le sous-groupe {£1d} est distingué puisque 'identité et son opposée commutent
avec toutes les isométries de R3. De plus, I'intersection de ces deux groupes est triviale, et toute isométrie
du cube est soit positive, soit opposée d’une isométrie positive. On en déduit que le groupe des isométrie
du cube est le produit direct de ces deux groupes :

Iso(Cg) = Iso™ (Cg) x {£1d} ~ G4 x7Z/27Z.
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9 Isométries directes sur Fg

Legons 120, 123, 190, (104, 106, 125)

Ref : [CG13] VIII Prop 3.5

Ce développement consiste a déterminer le groupe des isométries directes sur IF?I.
Théoréme 9.1 Soit p € B un nombre premier impair, n € N* et ¢ = p™. Alors le groupe spécial
orthogonal SO3(F,) est isomorphe & Z/(q — 1)Z si —1 est un carré dans Fy, et & Z/(q + 1)Z sinon.

On note dans la suite IE‘;(Q) = {:172, T € FZ} les carrés de F.

Démonstration. Etape 1. Description du groupe spécial orthogonal analogue au cas réel.

On commence par décrire SO2(F,;). On rappelle que les éléments A de ce groupe sont caractérisés
dans My (F,) par la relation YAA = I et par le fait que leur déterminant est 1. Ainsi, on a

SOs(F,) = {((cl Z), (a,b,c,d) EFé, ad—bc:a2+b2262+d2:1,ac+bd20}.

Soit (a,b) € ]Fg tel que a? + b2 = 1. On étudie le systéme

ac+bd=0
{ad—bc:l (5)

d’inconnue (¢, d) € F2. Alors (S) est équivalent &

a b\ (c\ _ (0
b a)\d)  \1)°
Mais comme la matrice ( “ z> est inversible (car de déterminant non nul par hypothése sur (a, b)), ce

—b

R . . . -b .
systeme a une unique solution, et elle est donnée par <§) = ( a ) On a alors également ¢ 4+ d? = 1.

Réciproquement, si une matrice est de la forme avec a® + b? = 1, alors on vérifie que c’est un

a
—b
élément de SO2(R). L’application

®:|SYF,) — SOq(F,)

G =

ot S*(F,) désigne la sphere unité de F,, est donc une bijection.
Etape 2. Cas ot —1 est un carré dans Fy-

On se donne w € F; tel que w? =—1, et (a,b) € Fg. On a alors
(a,b) € SH(F,) <= a’> +b* =1 <= (a + bw)(a — bw) = 1.

On effectue alors le changement de variable

x =a+ bw
y=a—bw ’
qui est licite puisque le changement de variable inverse est donné par
oty
2y
p=""1Y
2w

oll w et 2 sont bien inversibles dans [, (on est en caractéristique différente de 2). On a donc

(a,b) € SY(F,) <= 2y = 1.
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Comme les ensembles considérés sont tous finis et en bijection, on a
SO2(Fy)| = [S'(Fy)| = [{(2.y) € FG, ay=1}[=¢—1,

ol la derniere égalité vient du fait que I'on peut choisir z quelconque dans Fy et que y est alors fixé
(y=2z"1).
On pose alors
p:| SO2(Fy) — F;

(a b>
— a+bw
—b a

a

b Z) est dans le noyau de ¢,

On peut vérifier que ¢ est un morphisme de groupes. De plus, si A = <

2 b2
alors a + bw = 1, et donc a — bw = ey 1, ce qui montre que a = 1 et b = 0, et donc que A est

a
I'identité. Ainsi, ¢ est injectif. Il est donc bijectif puisque les cardinaux des deux groupes sont les mémes.
Ainsi, c’est un isomorphisme. Comme F} est isomorphe & Z/(p — 1)Z°, on en déduit le théoréme dans le
cas ou —1 est un carré dans Fy.

Etape 3. Cas ot —1 nlest pas un carré dans Fy-

FIGURE 9.1 — Projection stéréographique de S*(R)

On utilise ici la projection stéréographique du cercle sur la droite z = 1 (voir figure 9.1 pour la
situation analogue dans le cas du corps des réels). Notons N = (—1,0) € F2, et M = (1,2t) € F, pour
un certain ¢ € F,. Alors la droite (NM) coupe le cercle unité en N et en un second point P(t). En effet,
la droite a pour équation y = t(z 4 1) dans le plan F2 7, et le cercle a pour équation z? 4 y* = 1. Ainsi,

I’équation de leur intersection est

y=t(x+1)
21+ + 222+ (#2-1)=0

Comme —1 n’est pas un carré dans Fy, la seconde équation, celle qui détermine x, est de degré 2 en z.
2

e Le premier cas

Le calcul du discriminant montre qu’elle admet deux solutions, x = —1 et z =

6. Le groupe multiplicatif d’un corps fini est toujours cyclique.
7. On écrit que son équation est y = ax + B, et on trouve a et 3 en inversant le systéme obtenu en observant que N et
M vérifient cette équation. Notons qu’on a pour cela une nouvelle fois besoin de choisir p # 2.
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correspond bien stir au point IV, et donc on a bien un second point d’intersection P(t) donné par
1—¢2
Py =141

1+ ¢2

—_
N

Réciproquement, si M’ = (z,y) € S'(F,) est différent de N, alors x # —1. Ainsi, la droite (NM’)
possede un unique point d’intersection avec la droite {« = 1}. Donc tout point de la droite correspond a
un unique point du cercle, et réciproquement. Il y a donc une bijection entre F, et S'(F,)\{N}, ce qui
montre que S'(F,) est de cardinal ¢ + 1, et SO5(F,) aussi d’apres de I'étape 1. 11 reste alors & montrer
que SOz(Fy,) est cyclique.

Pour cela, on injecte SO2(F,) dans IFZQ. Le corps 2 est une extension de IF, de degré 2 dans laquelle —1
est un carré. En effet, X?+1 est irréductible dans F,[X] (car de degré 2 sans racine) donc F,[X]/(X?+1)
est une extension de degré 2 de IF, qui est un corps de rupture de —1. Mais comme c’est un corps de
cardinal g2, par unicité des corps finis, ce corps de rupture est isomorphe a Fg2. On effectue alors un
raisonnement analogue & celui de I'étape 2 : SO5(F,) s’injecte dans IFZQ en utilisant une racine carrée
w de —1 dans F*, et en produisant le méme raisonnement que pour l'injectivité de . Ainsi, d’apres le
théoréme d’isomorphisme, SO5(F,) est isomorphe (en tant que groupe) & son image par cette injection,
qui est un sous-groupe du groupe cyclique ;2. Donc SO4(F,) est cyclique®, et est donc isomorphe a
Z/(p+ 1)Z. O

La question naturelle qui suit cette démonstration est celle du cas p = 2. Je n’ai pas trouvé de livre
traitant de cette question, mais elle n’est pas compliquée. On cherche a caractériser les éléments de
SO4(F,), avec ¢ = 2". Les équations décrites dans la premiére étape montrent que ce sont exactement
140 b

b 1+5b
I’élément b & cette matrice est un morphisme de groupes entre SOz (F,) et Fy, surjectif par ce qui précede.
Bien siir, il est aussi injectif (étude du noyau). Finalement, on obtient

les matrices de la forme ( ), pour b € [Fy. De plus, il se trouve que 'application qui associe

SO,(F,) ~F,.

Ce résultat est tres rapide a montrer donc peut permettre de combler si jamais il reste une ou deux
minutes a la fin du développement. Dans tous les cas, je pense qu’il est bon de I'avoir en téte, cela me
parait étre la question la plus évidente que le jury pourrait poser.

8. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
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10 Irréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Z

Legons 102, 141(, 120, 121, 144)

Ref : [Per96] 1114

On démontre ici I'irréductibilité des polyndémes cyclotomiques sur Q, et on en déduit celle sur Z. Les
arguments en gris peuvent suivant la lecon étre a énoncer rapidement, ou bien demandent un peu plus
d’attention et de détails.

On introduit le n-ieme polyndme cyclotomique sur le corps K, que ’on note ®,, x. Si K = Q, on notera
simplement ®,,. On note u,, (resp. p) 'ensemble des racines (resp. primitives) n-ieme de 'unité.

Proposition 10.1 ®,, est a coeflicients dans Z.

Démonstration. On procéde par récurrence forte sur n. Comme ®1(X) = X — 1, le résultat est vrai pour

= 1. Supposons maintenant qu’il I’est pour tout d < n, avec n > 2. On note P = H ®4, qui
d|n,d#n

est un polynéme a coefficients dans Z par hypothese de récurrence. De plus, puisque tous les ®j, x sont

unitaires, quelquesoit I’entier k et le corps K, P est unitaire. On peut donc effectuer la division euclidienne

de X™ — 1 par P dans Z[X] : X" — 1= PQ + R avec @, R € Z[X] et deg(R) < deg(P). Or on sait que

X" —1=,P" donc R = P(®, — Q), et pour des raisons de degré, les deux membres de 1’égalité sont

nuls. Donc ®,, = Q € Z[X]. O

Théoréme 10.2 ®,, est irréductible sur Z.

Démonstration.
Etape 1. Polynomes minimauz des racines primitives de l'unité sur Q.

On se donne un corps de décomposition de ®,, sur @, que ’on note K, et une racine n-ieme primitive
de 'unité ¢ € K. On note p le polynéme minimal de ¢ sur Q. Montrons que p € Z[X] et u divise ®,, dans
7| X].

Comme Z[X] est factoriel, on écrit ®,, = P;..P, la décomposition de ®,, en produit d’irréductibles
dans Z. Puisque ®,, est unitaire, on peut supposer (quitte & le multiplier par —1) que P; est unitaire,
pour tout ¢ € [1,7]. Mais comme ( est racine de 'un des P;, et que celui-ci est irréductible unitaire sur
Z, et donc sur Q, on a u = P;. Donc p € Z[X] est u divise ®,, dans Z.

Etape 2. Les puissances d’une méme racine primitive ont le méme polynéme minimal.

Soit maintenant p € 8 un nombre premier ne divisant pas n. Alors (P est aussi une racine primitive
n-ieme de 'unité dans K. On note v son polynéme minimal. Montrons que p = v. Supposons par ’absurde
que c’est faux. Alors p et v sont deux polynoémes irréductibles distincts qui divisent ®,, dans Z, donc
leur produit le divise aussi. De plus, comme v(¢?) = 0, ¢ est racine de v(XP?) € Z[X]. On en déduit que
p divise v(XP) dans Q[X]. Montrons que c’est aussi vrai dans Z[X] : on se donne P € Q[X] tel que
v(XP) = p(X)P(X). On se donne g € Q tel que P = ¢Q et Q € Z[X] soit primitif, et on applique le
lemme de Gau$ :

1= c(v(XP)) = qc(p)e(Q) = ¢,
car v et p sont unitaires, et @ primitif. Donc ¢ = 1, ce qui signifie que P est bien dans Z[X].
On projette alors cette égalité dans F,,. On a 7(X?) = 7(X)P.
k k

k p
En effet, on note v/( ZCLZX et on a v(XP) = ZTX’”" = (Z CliXi) =v(X)P.
i=0

=0 =0

Ainsi, 7?7 = fP. On se donne un facteur irréductible ¢ de & sur F,. D’apres le lemme d’Euclide,
comme ¢ divise 7P, alors il divise 7. Or comme pv divise ®,, sur Z, gv d1v1sc ®,, sur Fp, mais ®,, est en
fait @, r, 10 donc 1w divise ®,, r, sur F,. Donc cp2 est un facteur carré de @, r,, ce qui est absurde.

En effet, la dérivée de X™ — 1 est nX" !, qui n’admet que 0 comme racine dans F,, car n et p sont
premiers entre eux. Donc, comme 0 n’est pas racine de X™ — 1, celui-ci n’a que des racines simples. On
en déduit que sur IF),, les polyndmes cyclotomiques n’ont pas de facteurs carrés.

9. Cela vient de 'égalité pn (K) = U 15 (K).

10. Cela se montre par récurrence forte en utilisant un procédé similaire & celui de la proposition précédente.
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Donc p =v.
Etape 3. Autres racines et conclusion.

Si ¢’ est une racine primitive n-iéme de I'unité, on peut écrire ¢’ = (™, avec m premier avec n, et
donc décomposable en un produit p;..p, de nombre premiers ne divisant pas n. Par récurrence sur r '!,
on montre alors en appliquant directement la seconde étape que ¢’ et ¢ ont le méme polynéme minimal
sur Q, et que celui-ci est p. Donc, comme p admet les ¢(n) racines primitives de 'unité comme zéros, il
est de degré au moins ¢(n). Or ®,, est de degré (n), divisible par u, et les deux sont unitaires. Donc
uw= ®,, et donc ®,, est irréductible sur Q. Comme il est unitaire et a coefficients dans Z, il est primitif,

et donc irréductible sur Z. O

11. On applique ’étape 2 & Z:: CPLPr—1 e, ZPT = ¢’ pour montrer que leur polynéme minimal sur Q est le méme.
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11 Loi de réciprocité quadratique

Lecons 121, 123, 126, 170

Ref : [CG13] V.C

Le but de ce développement est de montrer un résultat important de la théorie des corps finis, qui
permet de relier le fait que deux nombres premiers impairs soient respectivement des carrés I'un modulo
Iautre. Il utilise notamment le théoréme de classification des formes quadratiques sur les corps finis.

On rappelle la définition suivante.

Définition 11.1 Soit p un entier premier impair et a un élément de I,,. On définit le symbole de Legendre
de a par
1 si a est un carré dans F”
a p—1 P
() =a 2 =4 —1sian’est pas un carré dans Fy
p Osia=0

Théoréme 11.2 (Loi de réciprocité quadratique) Soient p et ¢ deux entiers premiers impairs dis-

tincts. Alors on a
P q (p=1)(a=1)
- Z ) =(-1 1 .
<Q> <p) ( )

Démonstration. L’idée de la preuve consiste a calculer les cardinaux de deux spheres unités de F pour
deux formes quadratiques équivalentes, et de montrer que ce sont les mémes. On aura par ailleurs besoin
du lemme suivant '2.

Lemme 11.3 Soit a un élément de F (ou p désigne toujours un nombre premier impair). Alors on a

{z €Fp, ax®=1} =1+ <a>.

p

Démonstration. Le membre de gauche correspond au nombre de racine du polynéme aX? — 1, de degré
2, dans le corps F,. On distingue deux cas :

— si @ n’est pas un carré modulo p, a=!

I’égalité est donc correcte
1

non plus et alors le polynéme n’a pas de racine dans [F), :

— si a est un carré, a~! aussi, et on note alors € une racine de a~!; € et —e sont alors deux racines
distinctes (car € # 0) de aX? — 1, et comme ce polynéme est de degré, il ne peut en avoir d’autre,
ce qui prouve que 1’égalité tient aussi.

O

Etape 1. Dénombrement de la sphére unité de FL modulo p.

On veut connaitre le cardinal de la sphere unité de F?

P
S = {(a:l,..,xp) € FP, fo = 1}.
i=1

On fait agir le groupe Z/pZ par permutation cyclique des coordonnées sur F2
Vk € Z/pZ, (w1, ...2p) €FL k- (21,.,2p) = (Thi1, -, Thip),

olt 'on voit bien siir les indices modulo p. On étudie en particulier 'action de Z/pZ sur S 3. On classifie
les orbites de S sous cette action : d’apres la relation orbite-stabilisateur, on a pour tout x € S

|0, [[Stab, | = |Z/pZ| = p,

et comme p est premier on en déduit que les orbites sont de deux types :

— le point (z,..,z) € S pour z € [ est sa propre orbite, et son stabilisateur est Z/pZ; de plus on a
nécessairement pr? = 1 puisque (z,..,z) € S

12. En fonction du temps, on peut choisir de le démontrer ou de ’admettre.
13. Si z € S, alors pour tout k € Z/pZ, k - x est toujours un élément de S.
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— les autres orbites sont de cardinal p et ont un stabilisateur trivial; on note k le nombre de ces
orbites.

Comme S est union disjointe de ses orbites, on a alors
|S| = |{m€]Fq, pr? = 1}| x 14k xp.

Ainsi, d’apres le lemme, comme p est inversible dans F, puisqu’il est premier et différent de ¢, on en
déduit
_ (P
|S] = (q) +1 [p.

Etape 2. Une seconde sphére unité de FD équipotente a S.

On définit la forme quadratique ¢ par

Vo = (z1,..,2p) €FL,  o(x) =2 (2122 + .. + Tp_2xp_1) + az,

_ —1
ol a = (—1)%. On note aussi d = 2 , et on définit S’ := {x e, o(r) = 1} la sphére unité pour

. La matrice de ¢ dans la base canonique est
0 1
10

= O
O =

a

et son déterminant est det(A4) = (—1)%a = 1. D’aprés le théoréme de classification des formes quadra-

P
tiques, les formes ¢ et Z xf sont donc équivalentes, et le changement de variable linéaire qui permet de
i=1
passer de l'un & lautre fournit une bijection entre S et S’. On a donc |S| = |5’].

Etape 3. Dénombrement de S’ modulo p.
On distingue deux types de points dans S’ :

— ceux pour lesquels 7 = 3 = ..x,_2 = 0; il suffit de choisir =, € {x eF,, ax’= 1} 1+ (a)
q

possibilités d’apres le lemme) et on a alors q¢ possibilités pour les coordonnées restantes

— si au moins I'une des coordonnées z1, s, .., Tp—2 est non nulle (qd — 1 possibilités) et que z, est
aussi fixé (g possibilités), il reste a choisir un point (z2,..,zp—1) dans un hyperplan affine de ]Fg,
soit g%~ possibilités

|81 =q" (1 + (Z) +q' — 1) =" (" + (-1))"7) .
q

Or on a aussi ¢¢ = <>, donc en utilisant les résultats des deux premieres étapes, on a :

() )= w

2
Or (q) = 1, donc on peut simplifier les 1 de chaque coté. Il reste I’égalité suivante dans Z/pZ :

p
G ===

Or les deux membres de cette équation dans Z/pZ sont dans {+1}. Comme p est supérieur a 2, cette
équation reste vraie dans Z, et on en déduit la loi de réciprocité quadratique. ([l

On a donc
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12 Parties génératrices de SL(F) et GL(FE)

Lecons 106, 108

Ref : [Per96] IV.2

On se donne un K-espace vectoriel E de dimension finie n € N* (ou K est un corps commutatif).
Théoréme 12.1 Le groupe spécial linéaire SL(E) est engendré par les transvections.
Démonstration. La démonstration repose sur deux lemmes qui construisent des transvections utiles pour
décomposer un endomorphisme quelconque de SL(E).

Lemme 12.2 On se donne deux hyperplans distincts H; et Hs de E, et un point « qui n’est dans aucun
des deux (voir figure 12.1). Alors il existe une transvection u € SL(FE) telle que

L

H P

H, N H,

FIGURE 12.1 — Hyperplans concernés par le premier lemme

Démonstration. On note H I'hyperplan contenant x et Hy N Hy (voir figure 12.1), qui est celui qui est
fixé par la transvection recherchée. On remarque que puisque x est dans H et pas dans Hy, on dispose
de I’égalité

E=H+ H;.
On se donne z € Hy\H. Alors il existe a € H et y € H; tels que z = a + y. De plus, comme z n’est pas
dans H, y n’est pas dans H. Si 'on se donne une équation f de H (i.e. une forme linéaire non nulle f
telle que H = ker(f)), y n’annule donc pas f, et on peut ainsi supposer f(y) = 1. On pose alors

Vie E, u(t)=t+ f(t)a.
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Puisque a est un élément non nul de H (sinon, z serait dans Hy N Hy et donc dans H), u est une
transvection qui laisse stable ’hyperplan H. En particulier, u(z) = x. De plus, on a

u(y) =y + fly)a=z.

Ainsi, comme y n’est pas dans Hs (car sinon il serait dans Hy; N Hs et donc dans H), Ky est un supplémen-
taire de H; N Hsy dans Hy, et donc tout élément ¢ de Hy s’écrit t = h+ Ay, avec A € Ket h € HHNHy C H.
Ainsi, on a

u(t) =u(h) + u(y) = h+z € Hs.

O

Lemme 12.3 Soient z et y deux points de E non nuls. Si E est de dimension supérieure a 2, il existe
un produit v de une ou deux transvections de E tel que u(z) = y.

Démonstration. On traite deux cas distincts.

— Si z et y ne sont pas colinéaires, alors x et x — y non plus, et il existe donc un hyperplan H de
E qui contient z — y et pas x. On se donne alors une équation f de H telle que f(z) = 1, et la
transvection u définie par

Vte E, u(t)=t+ f(t)(y—x)
convient.

— Si z et y sont colinéaires, comme E est au moins de dimension 2, on peut se donner un point z € FE
non colinéaire a x et y. Le premier cas permet alors de construire deux transvections u; et us telles

que
u(z) =z
us(z) =y
Alors 'endomorphisme us o uq convient.

O

On démontre maintenant le théoréme par récurrence sur la dimension n de E. Dans le cas oun = 1,
il n’y a rien a démontrer. On suppose maintenant que le théoréme est vrai au rang n — 1, avec n > 2. On
se donne alors u € SL(E), € E, et H un hyperplan de FE ne contenant pas x.

Quitte & composer u & gauche par le produit d’'une ou deux transvections obtenu en appliquant le
second lemme aux points u(x) et x, on peut supposer que u(x) = z. De plus, comme z n’est pas dans
H, ni dans I'hyperplan u(H) (car u(xz) = z), d’apres le premier lemme, quitte & composer une nouvelle
fois & gauche par un transvection, on peut supposer u(H) = H. Alors on peut écrire, par hypothese de
récurrence, ujg € SL(H) comme un produit de transvections sur H :

T
U\H = H’Ui.
i=1

Maintenant, comme les v; sont des transvections, elles s’étendent de maniére unique a F comme trans-
vections (notées u;), de la maniére suivante :

ui(z) =

T
Ainsi, on a u = H ;. O

i=1
Corollaire 12.4 GL(E) est engendré par les transvections et les dilatations.

Démonstration. Si u € GL(E) est de déterminant A # 0, et si on pose v = %Id la dilatation de rapport
%, alors uov € SL(E), et le théoréeme permet de conclure. (I
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13 Polygones réguliers constructibles

Lecons 102, 125, 151, 191(, 104, 141, 144)

Ref : [Mer04]

Définition 13.1 Les nombres de Fermat sont les nombres premiers Fj s’écrivant Fg = 1 + 22’*’ pour
B €N.

Théoréme 13.2 Soit p € P impair, et a € N*. Alors le polygone P,, régulier a n cotés, avec n = p<, est
constructible si et seulement si & = 1 et p est un nombre premier de Fermat.

27
Démonstration. On rappelle que P,, est constructible si et seulement si cos <) Pest.
n

— On suppose P,, constructible et on pose w = e*" . Le théoréme de Wantzel montre que Q(w) est le
m-iéme terme d’une suite d’extensions quadratiques de Q. De plus, comme le polynome minimal
de w est &, on a

2" = [Q(w) : Q] = deg(®,) =p* ' (p— 1)

Comme p est impair, on a donc o = 1 et p = 1 + 2™. Montrons que m est une puissance de 2. On
écrit m = A28, avec f € N et A € N* impair. Ainsi, —1 est racine de X* + 1, donc X + 1 divise
XA + 1 sur Z. On en déduit que Fj divise p = 1 + (22[§)A. Mais comme p est premier, on a alors
égalité : p est un nombre premier de Fermat.

<= Soit p = Fjg un nombre premier de Fermat. On note g = 28 de sorte que p = 1 4 29. On pose aussi

2im

Ww=er?r.

Etape 1. Description des automorphismes de Q(w).
On a alors

[Q(w) : Q] = deg(®;) = 27.
On note G le groupe des automorphismes de corps sur Q(w) laissant Q invariant 4. Ainsi, si g € G,
il est entierement déterminé par 'image de w. Comme w? = 1, g(w)P = 1, donc g(w) est une racine
p-ieme de 1'unité, ce qui permet de décrire G '° :

G:{g:wr—mui, iel,p—1]}.

On voit alors que 'application
G — (Z/pZ)

gi — 1

(Y28

est un isomorphisme de groupes '®, ce qui prouve que G est un groupe cyclique.

Etape 2. Une tour d’estensions de corps.
On notera dans la suite g un générateur de G. On définit pour ¢ € [0, n] le sous-corps

K; = ker (gQi — id) .
Comme g% = (gQi)Q, ona K; C K, 1. Montrons que Ko = Q. On remarque que les (g*(w))o<i<p—2
p—2

forment une base de Q(w) sur Q. Soit z € Ky. On écrit z = Z 2ig'(w). On a alors
i=0

p—2
z=g(z) =Y zgt(w).
i=0
Il vient que les z; sont tous égaux, et on a donc
p—1 p—1
z= ZOZgi(w) = ZOZwi =—20€Q.
i=0 i=1

Donc Ky C Q. Réciproquement, comme g est Q-invariant, I'inclusion inverse est vraie aussi, et
Ky = Q. De méme, comme g est un générateur du groupe G, qui est d’ordre 29, on a K; = Q(w).

14. Si on veut passer vite sur certains arguments, une des possibilités (si ’on maitrise un peu la théorie de Galois) est de
dire que ce groupe est le groupe de Galois de Q(w)/Q, et certaines choses démontrées plus bas en découlent directement.
15. On vérifie que 'on obtient ainsi p — 1 automorphismes distincts.

16. On a ¢(g; © gj) = ¢(gij) = 1 = ©(9:)¢(g5)-

Brieuc FRENAIS - @®SOO 34 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION 1.13 Polygones réguliers constructibles

Etape 3. Extensions quadratiques et conclusion.
Montrons que K; est une extension quadratique de K, 1, pour ¢ > 1. On considére cette fois
29771

z= Z ngi(w). On a
k=0

20711 20771
)= Y g (W) = I W)+ ¢ (W) ==

k=0 k=1 v
— 0y — 0
=w=g%(w)

Donc z € K;. De plus,
—1 Ei i i—1
() = g+ (W),

k=0

Comme on a décalé chaque coordonnée non nulle de z de 27!, alors que celles-ci sont espacées de
2, les coordonnées non nulles de z et g(z) ne sont pas les mémes. Donc z ¢ K;_1. Donc la suite

Q=Ko C K1 C..C Kg=Q(w)

est une suite d’extensions strictes. En passant au degré, on a alors

27 =[Qw):Q] = g [Kiy1: K] > 29,

>2

o . . 27 w+wl
ce qui implique que les extensions K11 /K; sont quadratiques. Donc cos <> =5 est dans
p
une extension qui est le terme d’une suite d’extensions quadratiques de Q, donc est constructibles

d’apres le théoréme de Wantzel, ce qui montre que P, est constructible.
O

Théoréme 13.3 (Gauf3-Wantzel) Les seuls polygones réguliers constructibles sont les polygones a n
cOtés, avec n = 2™py..p,-, ou m € N et les p; sont des nombres premiers de Fermat distincts.

Démonstration. On démontre un lemme qui nous permettra d’effectuer une récurrence.

Lemme 13.4 — Pour n > 3, P,, est constructible si et seulement si P5,, ’est.

— Si pour n,m > 3 premiers entre eux, P, et P,, sont constructibles si et seulement si P,,, l'est.

Démonstration.

— Si Py, est construit, prendre un point sur deux permet de construire P,,. Réciproquement, si P,, est
construit, on trace les médiatrices de ses cotés, et leur intersection avec le cercle circonscrit forment
les points manquants de Py,.

— Si Py est construit, prendre un point sur m (resp. un point sur n) permet de construire P, (resp.
Prm). Pour la réciproque, on se donne une relation de Bézout 1 = un + vm. On a alors

2T 2 2T
= vt

mn m n

2 2
Ainsi, si 'on reporte u fois 'angle o (que l'on a puisque P,, est construit) puis v 'angle —W, on
m n

2T
obtient —.
mn
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14 Quaternions et groupe spécial orthogonal

Lecons 106, 160, 161(, 101, 108, 154, 191)

Ref : [Per96] VII.2

On note dans la suite H le corps (non commutatif) des quaternions, i.e. le R-espace vectoriel de
dimension 4 dont une base est (1,4, 7, k), avec les relations

i =52 =k? =ijk = —1.

Pour ¢ = a+1ib+jc+kd € H, on appelle ¢ = a —ib— jc—kd le conjugué de ¢q. L’application ¢ — /qq est
une norme multiplicative (appelée norme quaternionique), et correspond en fait a la norme euclidienne
sur H dans la base donnée précédemment.

On définit également le groupe des quaternions G comme ’ensemble des quaternions de norme 1, muni
du produit. L’inverse d'un élément g est alors son conjugué.

Théoréme 14.1 Il existe un isomorphisme de groupes entre G/{£1} et SO3(R).

Démonstration. Etape 1. Action de G sur H.

On considere 'action de G sur H par conjugaison : pour ¢ € GG, on définit 'application

Sg: | H — H

¢ — qdq
Tout d’abord, cette application est linéaire (car R est central dans H) et bijective, puisque Sz fournit un
inverse a S, (cela découle du fait que laction par conjugaison est bien une action de groupes). On en
déduit que le morphisme de l'action S : G — S(H) est a valeurs dans le groupe des automorphismes de
R-espace vectoriel de R*, qui est isomorphe & G'L4(R). On a donc un morphisme de groupe

S G — GLy(R).

De plus, son noyau est par définition la trace dans G du centre de H, c’est & dire RN G = {+1}.
Etape 2. Restriction de Uaction d Uespace des quaternions purs.

Pour un élément ¢ € G' donné, S, préserve la norme quaternionique, et donc la norme euclidienne sur
R?* : c’est dire que S, est un élément de O4(R). De plus, G agit trivialement sur R (puisque R = Z(H)),
et donc laisse également stable son orthogonal, qui est 'ensemble P := Ri & Rj & Rk des quaternions
purs. Ainsi, s, := S, p est un élément de O3(R), et on construit ainsi un nouveau morphisme

S:G—>03(R)

de noyau {£1}. De plus, cette application est continue (pour la topologie naturelle sur O3(R), vu comme
un sous-espace vectoriel de M3(R) ~ R?). En effet, le calcul de la matrice de s, dans la base (4,7, k)
de P montre que ses coefficients sont des polynémes homogenes de degré 2 en les coefficients de ¢ : si
q=a+1ib+ jc+ kd, on a par exemple

s54(i) = (ia — b — ke + jd)(a — ib — jc — kd) = (a* + b* — ¢* — d*)i + 2(ad + be)j + 2(bd — ac)k,

et les trois coefficients sont bien polynomiaux. Donc, en composant avec le déterminant, qui est aussi
continu, on obtient une application detos : G — {£1} continue. Or G est connexe (car isomorphe & la
sphere S = {(a,b,¢,d) € R*, a? +b> + ¢® + d?> = 1}) donc cette application est constante. Comme G
contient 1’élément 1, son image contient I'identité, et donc elle est inclue dans SO3(R) '7.

Etape 3. Surjectivité de action obtenue.

On va maintenant montrer que I'image de s est SO3(R). Tout d’abord, si ¢ est un élément de GN P,
s4(q) = qqq = g, donc s, fixe la droite vectorielle Rq. De plus, comme ¢*> = —gg = —1 (puisque g est un
quaternion pur, donc § = —q), sg = s5_1; = Id. Donc s; est une involution. Mais alors nécessairement,
puisqu’elle est de déterminant 1, c’est un renversement (car s # Id comme ¢ ¢ {£1}). Comme on connait
la droite fixée par s4, on en conclut que s, est justement le renversement d’axe Rq. Finalement, comme

17. Si on manque de temps, on peut directement invoquer le fait que la composante connexe de 'identité dans O3(R) est
SO3(R).
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toutes les droites vectorielles de P contiennent un élément de GNP, s(G) contient tous les renversements.
Mais comme ceux-ci engendrent SO3(R), on a bien s(G) = SO3(R). D’aprés le théoréme d’isomorphisme,
on en déduit que s induit un isomorphisme

5:G/{£1} — SO3(R).

Remarque.
— L’isomorphisme obtenu est explicite, mais son inverse est difficile a exprimer puisqu’il faut résoudre
les équations polynomiales de degré 2 associées aux coeflicients d’une matrice de SO3(R).
— Malgré tout, on peut a l'oral évoquer le fait que les calculs de rotations faits par les ordinateurs
(dans les jeux vidéos par exemple) se font souvent & partir de cet isomorphisme, en calculant dans

G.
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15 Simplicité de 2,

Lecons 101, 103, 104, 105, 108

Ref : [Per96] Prop 1.4.10, Th 1.8.1

Théoréme 15.1 Le groupe alterné 2, est simple pour n > 5

Démonstration. Etape 1. Conjugaison des 3-cycles dans U, .

La premiére étape de cette démonstration repose sur le lemme suivant, qui décrit I’action de 2,, sur
[1,n].

Lemme 15.2 Pour n > 3, action de 2, sur [1,n] est n—2-transitive.

Démonstration. On se donne deux familles d’éléments deux a deux distincts de [1, n], notées (a1, .., an—2)
et (b1, ..,bp—2). On doit montrer qu’il existe un élément o de 2, tel que o(a;) = b; pour tout 1 < i < n—2.
On commence par noter a,_1 et a, (resp. b,—_1 et b,) les deux éléments de [1,n] qui ne sont pas dans
la famille (a;)1<i<n—2 (resp. (bi)1<i<n—2), puis on se donne une permutation o € &,, telle que o(a;) = b;
pour tout 1 < i <n (o existe car 'action de &,, sur [1,n] est n-transitive). Si o est paire, alors o € 2,
convient. Sinon, la permutation o(a,—1 a,) € 2,, convient. [l

On déduit de ce lemme que pour n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans 21, : en effet, si 'on se donne
deux cycles (a; as az) et (by ba b3), puisque n — 2 > 3, Paction de 2, sur [1,n] est 3-transitive, et donc
il existe o € 2, tel que o(a;) = b; pour tout 1 <4 < 3. Ainsi, on a

(bl b2 bg) = 0(a1 ag CL3)O'71.

Etape 2. Simplicité de Us.
Le méme raisonnement permet de montrer que les bitranspositions (a1 a4)(az as)(asz) et (by ba) (b2 b5)(b3)

sont conjuguées dans 2As.

On se donne maintenant un sous-groupe distingué H <1 5 différent de {id}. Commencons par lister
les 60 éléments de U5 :

l'identité

— les éléments d’ordre 2 sont les bitranspositions, il y en a 15
— les éléments d’ordre 3 sont les 3-cycles, il y en a 20
— les éléments d’ordre 5 sont les 5-cycles, il y en a 24

Si H contient les éléments d’ordre 2 (resp. 3), il les contient tous d’aprés ce qui précede (resp. d’apres
Pétape 1). De plus, si H contient un 5-cycle, il contient le sous-groupe qu’il engendre, qui est un 5-Sylow
de 5. Comme les 5-Sylows sont conjugués, il les contient tous, et donc il contient tous les 5-cycles.
Comme H n’est pas réduit au neutre, il contient au moins un de ces trois types d’éléments. Comme
14 15,1+ 20 et 1 4 24 ne divisent pas 60, H ne peut pas contenir un seul de ces trois types d’éléments.
Ainsi, son cardinal est au moins 1+ 15+ 20 = 36, mais comme il divise 60, il est égal & 60. Donc H = 5.
On en déduit bien que 25 est simple.

Etape 3. Simplicité de U,,.

On se donne cette fois un sous-groupe distingué H <1 2, différent de {id}, et on prend ¢ € H non
trivial. On va se ramener au cas de I’étape 2 en fabriquant a partir de ¢ un élément de H agissant sur
[1,5] (i.e. ayant n — 5 points fixes).

Comme o n’est pas l'identité, il existe un élément a € [1,n] tel que o(a) = b # a. On se donne
¢ € [1,n]\{a,b,0(b)} (possible car n > 3). On note alors 7 le 3-cycle (a ¢ b) (c’en est un puisque a,b
et ¢ sont distincts), et p = [1,0] = Tor o™t = (a ¢ b)(o(a) o(b) o(c)). Comme b = o(a), I'ensemble
F ={a,b,c,0(a),o(b),o(c)} posséde au plus 5 éléments, et on suppose quitte & en rajouter qu’il y en a
exactement 5. Alors les n—>5 éléments qui ne sont pas dans F' sont des points fixes de p. De plus,

p(b) =107 (a) = 70(b) # b

car 7 1(b) = ¢ # o(b). Donc p n’est pas l'identité. Comme F posséde 5 éléments, 'ensemble A(F) de ses
permutations paires est isomorphe a s, et il s’injecte bien stir dans 2l,, par extension en l’identité sur
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[1,n]\F d’un élément de A(F) (I'identité est de signature 1). On pose alors Hr = H N 2A(F)'®. Bien
str, Hp est distingué dans A(F'), et p est un élément non trivial de Hp. On en déduit, comme 2A(F) est
simple (car isomorphe & 2s), que Hr = Ap. Ainsi, Hr contient les 3-cycles de 2((F'), et donc H contient
leur prolongements, qui sont des 3-cycles de 2,,. Mais comme les 3-cycles sont conjugués, H les contient
tous. Or les 3-cycles engendrent 2, donc H = 2,,. O

Remarque. Le cas des groupes alternés pour n < 4 est simple a résoudre :
— 2y est le groupe trivial
— A3 ~ 7Z/3Z est cyclique d’ordre premier, donc simple

— Le groupe dérivé de 2, est le groupe de Klein Vj, qui est non trivial, donc 2[4 n’est pas simple

18. Ici, on identifie les éléments de 2(F') avec leur prolongement comme éléments de 2, .
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16 Table de caractere de G, et tétraedre

Lecons 105, 107, 161(, 101, 103, 104, 160)

Ref : [CG13]

On propose ici de déterminer la table de caractére du groupe symétrique &4 en étudiant son action
sur le tétraedre régulier, puis d’en déduire ’ensemble de ses sous-groupes distingués. On utilisera pour
cela le résultat suivant (qui fait également objet d’un développement, voir développement 1). Je n’ai pas
de référence exacte pour ce développement. La deuxiéme étape est dans [CG13] (et est d’ailleurs 1’objet
du développement 8), la premiére et la quatrieme utilisent les techniques basiques d’études des tables de
caractére, et la troisiéme étape se fait bien quand on visualise correctement le tétraedre.

Théoréme 16.1 Soit G un groupe fini de cardinal n et de caracteéres irréductibles x1i, .., Xm. Alors les
sous-groupes distingués de G sont exactement les sous-groupes H; de la forme

H; = ﬂ ker(x;),

el

ou I désigne une partie quelconque de [[1,m].

On énonce le résultat principal de ce développement.

Théoréme 16.2 (Table de &4) On note A le tétraedre régulier, et Iso(A) son groupe d’isométries.
Alors Iso(A) est isomorphe & &4. On peut alors en déduire la table de caractére de G4, qui est la
suivante :

s, [Md]A2[A23)[12)E4)[(1234)

1] 6 8 3 6

T |[1 1 1

e [[1] =1 1 1 -1
X2 2 -1 0
xa || 3] 1 0 -1 -1
exa || 3] —1 0 -1 1

Démonstration. Etape 1. Les deuz premiéres lignes.

On commence par rappeler que les classes de conjugaisons de &4 sont les sous-groupes des permuta-
tions de méme profil. On les dénombre ainsi :

— l’identité

— (g) = 6 transpositions

- 2><<§) = 8 3-cycles

1
3 X (3) = 3 bitranspositions

— 3! 4-cycles

On en déduit que la table posséde 5 lignes et 5 colonnes. De plus, les deux premiers caracteres sont donnés
par le morphisme trivial et le morphisme signature, ce qui donne les deux premieres lignes de la table :

d[(12)[123)[(12)3B4) [ (1234

Saly | 6 8 3 6
T [1] 1 1 1
e |[1] =1 1 1 —1

Brieuc FRENAIS - @®SOO 40 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION 1.16 Table de caractére de &, et tétraédre

Etape 2. Groupe d’isométries du tétraédre.

On cherche a connaitre le groupe des isométries du tétraedre, dont on note A, B, C et D les sommets
(voir figure 16.1). On définit le morphisme de groupes

¢:|Iso(A) — 64
/ — fla

Ce morphisme est bien défini puisque A est par définition stable par les éléments de Iso(A). On va
montrer que ¢ est bijectif.

— On se donne f tel que p(f) est 'identité. Puisque les vecteurs AB, AC, et AD forment une base
de R?, I'image de f sur cette base caractérise f, et donc f est I'identité sur R3. Donc ¢ est injectif.

— On veut maintenant montrer que ¢ est surjectif. On cherche tout d’abord un antécédent a la
permutation (A B). On doit trouver une isométrie qui échange A et B sans toucher & C et D.
On note alors M le milieu de [AB], et on considére la réflexion de plan (CDM), qui est bien une
isométrie, et qui effectue exactement les déplacements recherchés. Donc (A B) est dans 'image de
p, et par symétrie de la figure, toutes les transpositions aussi. Or les transpositions engendrent Gy,
donc tous les éléments de G4 sont dans I'image. Donc ¢ est surjectif.

On en déduit donc que le groupe des isométries du tétraedre est Sy.

(a) Tétraddre régulier A et plan (CDM) (b) Tétraedre apres transformation par la réflexion
de plan (CDM)

FI1GURE 16.1 — Tétraedre régulier A et isométries

Etape 3. Interprétation géométrique des éléments de &4 et caractére associé.

On déduit de I'isomorphisme précédent une représentation linéaire du groupe &4 de dimension 3 :
p: 64 ~TIs0(A) = O3(R) — GL3(C).

On va calculer son caractére xa et observer qu’il est irréductible. Pour cela, on doit interpréter géomé-
triquement ’action de chaque profil de permutation sur le tétraedre.

— Bien sfir, on a ya(id) = dim(C3) = 3.
10 0
— On a vu que les transpositions correspondaient & une réflexion, et ont donc la forme [0 1 0
0 0 -1
dans la bonne base. On a donc xa((1 2)) = 1.
2
— Les 3-cycles correspondent & des rotations d’angle % de 'hyperplan paralléle a la base formée par

les trois points déplacés. Donc on a

xa((123)) =1 +2cos (%”) _
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— Les bitranspositions consistent a échanger deux couples de points. Par exemple, pour la bitranspo-

sition (1 2)(3 4), on fixe le milieu M de (AB) et le milieu N de (C'D). Alors la rotation d’angle 7
et d’axe (M N) échange correctement A et B ainsi que C et D. Ainsi, on a

xa((12)(34)) =1+2cos(m) =—1.

On cherche a étudier 'action du 4-cycle (1 2 3 4). On note O le centre de gravité du tétraedre, et

on se place dans la base ((Tﬁl) , OB , ocC ) de R? pour chercher la matrice de la partie linéaire de la
permutation (ou plutét de l'isométrie affine f associée) et en déduire la trace. On a

0+0B =B = f(A) = f(0+0A) = f(0) + [ (0A) = 0 + [ (OA)

ou f(O) = O se déduit du fait que f préserve les barycentres (et donc les centres de gravité) en
tant qu’application affine. On obtient alors f (OA) = OB. De méme, f(OB) = OC et f(OC) =
OD = —(0OA + OB + OC) (puisque O est le centre de gravité). Donc la matrice de f dans cette

0 0 -1
base s’écrit |1 0 —1], et on a ainsi
01 -1

xa((1234)) = -1,

On vérifie que le caractére obtenu est de norme 1 :

1x9 + 6x1 4+ 9x0 + 31 4 6x1 = 24 = |S,].

On peut donc I'ajouter a la table :

s, |[id (12)[(123)[(12)(B34)](1234)
41 1] 6 8 3 6

T [1] 1 1 1

e 1] =1 1 1 )

XA || 3 1 0 -1 -1

Etape 4. Détermination des deux derniéres lignes.

Le produit des caracteres signature et du tétraedre fournissent un nouveau caractére irréductible, que
lon ajoute a la derniére ligne. De plus, on sait que la somme des carrés des dimensions des représentations
irréductibles est 24, donc on sait que la derniére est de dimension 2. On peut ensuite compléter les cases
manquantes en rappelant que les colonnes sont orthogonales (et la premiére colonne est compléte). On
obtient finalement la table compléte :

S, id|(12)(123)](12)(34)]|(1234)
1 6 8 3 6
1 1 1
€ 1] —1 1 1 -1
X2 2 -1 0
XA || 3 1 0 -1 -1
exa || 3| —1 0 -1 1

Corollaire 16.3 Les sous-groupes propres distingués de G4 sont 204 et V.

Démonstration. On étudie la table obtenue sous le prisme du théoreme 16.1. On a

ker(1) = &4
ker(a) = Ql4
ker(xz) = Vi

ker(xa) = ker(exa) = {id}

Comme ces groupes sont inclus les uns dans les autres, cette liste fournit tous les sous-groupes distingués
de 64. O
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17 Théoréme de Burnside

Lecons 104, 106, 157

Ref : [FGN09b] 3.6, 2.33, 1.10

Ce développement consiste a démontrer le résultat suivant concernant les sous-groupes multiplicatifs
de matrices.

Théoréme 17.1 (Burnside) Soit n > 1 un entier et G un sous-groupe de GL,,(C). Si G est d’exposant
fini N > 1, i.e.
vAe G AN =1,

alors G est fini.

Démonstration.
Etape 1. Un lemme sur les matrices nilpotentes.

On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 17.2 Soit A € M, (C). Si pour tout entier k£ > 1, la trace de A* est nulle, alors A est nilpotente.

Soit donc A une matrice telle que
Vk>1, Tr(4A%) =o0.

On suppose par I'absurde que A n’est pas nilpotente. Son polynéme caractéristique x4 est scindé sur
C, et comme A n’est pas nilpotente, ce polynéme posséde des racines non nulles. On note alors Ay, .., A,
les racines non nulles de x4, et ni,..,n, leur multiplicités (strictement positives) respectives (et ng,
éventuellement nulle, celle de 0). Ainsi, il existe une matrice P € GL,,(C) et une matrice T triangulaire
supérieure avec une diagonale (0, ..,0, A1, .., A1, .., A, .. A,-) telles que A = PTP~!. Ainsi, on a

N e e Ve

no ni Ny

VE>1, 0="Tr(A*) =Te(T%) =) niA}.
1=1

ni
On en déduit que le vecteur | : | est solution (non nulle) du systeme VX =0 ot X € C" est I'inconnue
Ty
et
A1 A2 oA
XA A
V=1. . . .| e M (C)
AN A

est la donnée. Or puisque les \; sont tous non nuls, cette matrice V est inversible?, ce qui est absurde.
Donc A est bien nilpotente.

Etape 2. Introduction d’une injection de G dans un espace vectoriel compleze.

On se donne une base (M;)1<;<m du sous-espace vectoriel F' := vect(G) de M,,(C), et on définit
I’application
f:1G — C™
A — (Tr(AM))1<i<m
On va montrer que f est injective. On se donne donc deux éléments de G, A et B, et on suppose

f(A) = f(B). On va commencer par montrer que AB~! — I, est nilpotente, en appliquant le lemme. On
pose D := AB~! € G. Alors, pour tout k > 1, puisque G est un groupe, B~'D*~! est un élément de G.

,
2. En effet, en factorisant le déterminant de V' par H A; # 0, on obtient un déterminant de Vandermonde. Finalement,
i=1

»

puisque les A; sont distincts, V' est de déterminant H Ai H Aj — Ai (formule obtenue par récurrence sur r) non nul,
i=1  1<i<j<r

et donc inversible.
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De plus, on a Tr(D*) = Tr(AB~'D*~1). Mais comme f(A) = f(B), et comme la trace est additive, on
a pour tout M € G
Tr(AM) = Te(BM).

On en déduit donc
Tr(D®) = Te(BB~'D*1) = Tr(D*1).

Donc par récurrence, DF est de trace n pour tout entier & > 0. On a alors

k
Ir (Z (lf) DiIrlf_i) car I,, et D commutent

=0

Tr((D — I,)*)

3

k
_ Z(’j) (—1)k= (D)
(D = L)% = n(l—

5 () -
(1-1)=0

0
k
= ny
Donc d’apres le lemme, D — I, = AB~! — I, est nilpotente.

On rappelle maintenant que comme N est I'exposant de G, le polynome XV —1 annule tous les éléments
de G. Or, comme ce polynéme est scindé a racines simples, tout élément de G est donc diagonalisable.
Donc AB~! est diagonalisable, et donc AB~! — I, aussi '”. Or cette matrice est nilpotente ; elle est donc
nulle. On en déduit que AB~! = I,,, c’est-a-dire A = B. Donc f est injective.

Etape 3. Plongement de G dans un ensemble fini.

On va conclure en montrant que 'image de f est finie. On note X := {Tr(A), A € G}. Comme X" —1
annule les éléments de G, leur valeurs propres sont des racines N-iémes de I'unité. Ainsi, X est fini, de
cardinal inférieur & Nn. Or comme pour tout A € G, et pour tout ¢ € [1,m], AM; est dans G, on en
déduit que l'image f(G) est inclue dans X™, qui est de cardinal inférieur & Nnm. Or f est injective
d’apres I'étape précédente, donc G est également de cardinal inférieur & Nnm, donc fini. O

19. Car si M et N sont deux matrices diagonalisables qui commutent, leur somme ’est aussi.
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Chapitre 11

Analyse

1 Banach-Steinhauf et séries de Fourier

Lecons 205, 208, 246(, 241)

Ref : [BBI1S]

La convergence des séries de Fourier pose souvent probleme, et les théoremes nécessitent des hypo-
theses plus forte que la simple continuité de la fonction étudiée. Ce développement permet justement
d’affirmer que I’hypothése de classe C! par morceaux du théoréeme de Dirichlet est nécessaire, et qu’il
existe des fonctions continues dont la série de Fourier ne converge pas. Plus précisément, s’il est possible
de donner un contre-exemple explicite, on va ici utiliser un résultat d’analyse fonctionnelle pour montrer
qu’il en existe en fait beaucoup.

On peut donner deux versions de ce développement, selon les legons dans lesquelles on souhaite le
placer. Un premier axe consiste a démontrer le théoreme de Banach-Steinhaufl puis le premier théoreme
sur les séries de Fourier, pour les lecons 205 et 208. La seconde option demande d’admettre Banach-
Steinhaufl pour prendre le temps de démontrer le résultat plus précis sur les séries de Fourier, qui est le
deuxieéme point du développement rédigé dans [BB18], ce qui colle tres bien avec la legon 246, et qui peut
rentrer éventuellement dans la 241.

Théoréme 1.1 (Banach-Steinhauf3) Soit (£, ||-|| z) un espace de Banach, (F, ||-|| ) un espace vectoriel
normé, et (7;);c; une famille d’applications linéaires continues de F vers F. Alors I'une (et une seule)
des affirmations suivantes est vérifiée :

(i) la famille (T3);cr est bornée dans L(E, F)
(ii) il existe un G5 dense D de E tel que

Vee A sup|Ti(z)|p = +o0.
iel

Démonstration. On rappelle qu'un G5 est une intersection dénombrable d’ouverts de E. Il est clair que
les deux assertions proposées sont contradictoires. Dans la suite, on cherche donc a montrer que 'une des
deux est vérifiée, et 'autre ne I’est donc pas. On pose pour n > 1

D, = {:z: € E, sup||Ti(z)| p > n} .
iel

On voit que D,, est 'union d’ensembles de la forme {x € E, ||T;(z)| > n}, qui sont des ouverts de E
en tant qu’image réciproque d’ouverts de R par des applications continues. Donc D,, est un ouvert de E.
On traite alors deux cas.

— ler cas : Tous les D,, sont denses dans F.
On applique alors le théoréme de Baire (c’est licite car F est complet). L’ensemble

D::ﬂDn

n>1

est dense, et ¢’est par définition un Gs. De plus, par définition, D vérifie le point (ii) du théoreme.
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— 2¢ cas : Il existe un entier ng tel que D, n’est pas dense dans FE.
Alors il existe g € E et 79 > 0 tel que D, N B(xg,79) = 0. On en déduit

Vo € B(zo,ro) Vie I ||Ti(z)||r < no.
Ainsi, pour x dans la boule unité de E, on a

ro [Ti(0)lp = 1 Ti(rox)|| p < [ Ti(rox + o)l p + | T3 (o) | p < 210.

. . 2ng
Donc tous les T; sont de norme inférieure & —, et on est dans le cas (i).
ro

O

Application 1.2 Il existe un G5 dense D de (C°(T), |||l ) (espace des fonctions continues 2m-périodiques
sur R & valeurs complexes, muni de la norme uniforme) tel que pour toute fonction f € D, la somme
partielle de la série de Fourier !

N

Sn(f)=Dnxf= Y culflen

n=—N

diverge en 0.

Démonstration. On note E espace donné dans I’énoncé, qui est de Banach. On note aussi F = (C,| - |),
et on pose pour N >0
TN :|F — F
fo— Sn(f)(0)
Les applications Ty sont bien sir linéaires. On va montrer qu’elles sont continues : soit N > 0 et f € E.

On a

5D < o [ IDw-050) dt = 5= [ IDyOUFO] dt < 7] 1D

—T —T
en utilisant la parité des noyaux de Dirichlet. Donc T est continue et de norme inférieure & ||Dy||.. On
va montrer que ’on a trouvé la bonne norme. Pour exhiber un élément qui tel que I'inégalité du dessus soit
une égalité, il faudrait que f soit du signe de Dy, et de valeur absolue constante ; mais c’est impossible
pour une fonction continue, puisque Dy change de signe. On va cependant créer une approximation du
signe de Dy : on note, pour € > 0

fe:|R — C

Dy(t
; ~(t)
|Dn(t)] + e
. . . .y o .. (Dn(1))?
On voit que f. converge simplement vers le signe de Dy, et est majoré par 1. Ainsi, la quantité W
N 3

converge simplement & t fixé vers | Dy (t)| quand e tend vers 0, et est borné par | Dy (t)|, qui est intégrable
et indépendante de €. Donc, par convergence dominée, on a

1 (Da)?
Tw(fe) */,W\DN@HE

27
et donc Ty est de norme ||[Dy/||;:. On s’intéresse maintenant a la norme obtenue. On a, pour N > 0

. sm<(zv+1) t>
DNl = — 2/ 2|
e 21 Jpi sin !
2
, 1
1 sm(<N+2>t)
L uANGAETD I
0 . v
()

T
sin<<N+1> t)
2/’r 2 . (t)
— dt car sin| = | <
0 2

dt — Dyl

par parité

t
T t 2

sin(u)

%

2

™ u

) (N+%)7r 1
||DN||L1 — / du par changement de variable u = (N + ) t
0

1. On définit auparavant les polynémes trigonométriques ey (t) = '™ et les noyaux de Dirichlet Dy .
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Or l'intégrale obtenue diverge, donc la norme de Dy, et donc celle de Ty, tend vers 'infini quand N
tend vers l'infini. En appliquant le théoréme de Banach-Steinhauf aux applications (In)n>0, on voit que
'on ne peut donc pas étre dans le cas (i), et qu'il existe donc un Gs dense D de C°(T) tel que pour
tout élément f de D, la suite (Sy(f)(0))n>0 n’est pas bornée, et donc la somme partielle de la série de
Fourier de f diverge. O

On peut méme obtenir un résultat plus fort.

Application 1.3 1 existe un G5 dense D de (CO(T), ||HOC) tel que pour toute fonction f € D, il existe
un Gs dense Ay de R tel que la série de Fourier de f diverge en tout point de Ay.
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2 Escalier de Cantor

Lecons 228, 261(, 229)

Ref : [BP15] 14.3

Toute fonction continue croissante dérivable de dérivée nulle sur [0,1] est constante. Le but de ce
développement est de fournir un contre-exemple dans le cas ou ’hypothese de dérivée nulle est affaiblie,
au sens ou l'on suppose seulement que la dérivée est nulle presque partout.

Théoréme 2.1 (Construction de 1’escalier de Cantor) Il existe une fonction f continue croissante
sur [0, 1] telle que

f(0)=0
f)=1
=0 X

presque partout sur [0, 1]

On peut également énoncer le méme théoreme dans une version probabiliste : on sait que si une loi est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, elle est a densité et sa fonction de répartition
est continue. En revanche, la réciproque est fausse, et ce résultat en est un contre-exemple.

Théoréme 2.2 Il existe une loi de probabilité continue qui n’est pas absolument continue.

Démonstration. L’idée consiste & construire une suite de fonctions continues qui converge absolument
sur [0,1], et qui posséde les propriétés de f, sauf celle de dérivée nulle, puis de passer a la limite pour
déduire l'existence de f. On se base sur la définition de I'ensemble de Cantor pour construire cette suite
de fonctions.

Etape 1. Définition d’une suite de fonctions continues croissantes.
On définit la suite (A, ),en de parties de [0, 1] par

{ Ay =[0,1] .

1

On vérifie immédiatement par récurrence que ’ensemble A,, est alors la réunion de 2™ intervalles disjoints

2 n
de longueur 37" inclus dans [0, 1], et ainsi que A\(A,) = <3) . On peut démontrer que I’ensemble de

A= An,

n>0

Cantor, défini par

est un borélien de mesure nulle mais équipotent a [0, 1]. On pose alors pour x € [0, 1]

fu(z) = <2>n/01 1, (t) dt.

Tl est clair que f,,(0) = 0, et, au vu de la remarque précédente, que f,, (1) = 1. De plus, en tant qu’intégrale
d’une fonction positive, f, est une fonction continue croissante sur [0, 1] (comme on peut le voir pour
les premiers éléments sur la figure 2.1). Au vu de ces propriétés, f,, est la fonction de répartition d'une
variable aléatoire & valeurs dans [0, 1] presque slirement. La loi sous-jacente est, au vu de la formule, la
loi uniforme sur A,,, qui est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Etape 2. Majoration de la différence entre deux éléments successifs.

On fixe n > 0 et on se donne 'un des 2" intervalles compacts I qui compose A,,.

— Comme I est un intervalle de longueur 37" inclus dans A,,, on a

(g>n/jlm (t) dt =27

— Comme I N Ay, 41 est un la réunion de deux intervalles compacts et disjoints trois fois plus petits

2
que I, on a A(INApt1) = = A(Ay)

3 et donc

= 3n+1 ?

3 n+1
(2> £1A7L+1 (t) dt = 2771.
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| fo-fi el s

T e g g

memames —_— A

2
Al AO
e

FIGURE 2.1 — Les premiers éléments de la suite approchant ’escalier de Cantor

Du point de vue probabiliste, les deux valeurs calculées sont P(X,, € I) et P(X,,41 € I). On obtient le
premier résultat en observant que la loi de X,, est uniforme sur A,,, qui est composé de 2" intervalles
disjoints de méme taille que I, et le second en observant que la loi de X,,;1 est uniforme sur A,,,1, et que
chaque composante de A,, correspond a deux composantes de A,,;1, et donc que 'événement X,, ;1 € I
correspond & la réunion de deux événements X, ;1 € I; et X,, 11 € I, ou I; et I sont deux des 2" *!
composantes de A, 1, et que sa probabilité est donc 2x2~ (1),

On remarque que comme 14 s’annule sur les 2" — 1 intervalles ouverts J qui composent AS, f,, est
constante sur ces intervalles; de méme f,; lest puisque A5 C Af, ;. Ainsi, en utilisant le fait que les
deux intégrales calculées plus haut sont égales, on obtient pour x € A¢

> (g)n/IIlAn(t) dt

ICA,N[0,2]

=@ e

ICA,N[0,z

fal®) = foa(z)

en faisant porter les sommes sur les intervalles I composant A,,.
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Ce calcul s’écrit aussi

folz) =P(X, <z)=P U X,el| =P U Xpp1 €1 | =P(Xpp1 <2) = frpr(z).
ICA,N[0,z] ICA,N[0,z]

Il reste & majorer la différence sur A,. On se donne donc une nouvelle fois une composante I de A,,.
En particulier, en posant zo = min(J), xo est également la borne supérieure d’un des intervalles ouverts
J composant A%, et comme f,, et f,y1 sont continues sur J U I et égales sur J, on a f,,(zo) = frnr1(zo)-
On en déduit que pour = € I, on a

[fo1(@) = fu(@)] < [frr1 (@) = fara (o) + [fn(20) — fu()]

_ (g)nH /w La,,,(t) dt+ @)n/w La, (t) dt
(3)

IN

IN

3
3
+
=

‘fnJrl(‘T) - fn(x)|

On en déduit ainsi
||fn+1 - fn”oo S 2_n+17

résultat valable pour tout n > 0.
Etape 3. Conclusion par construction d’une limite.

La majoration uniforme de la différence entre deux termes successifs de la suite étant le terme général
d’une série convergente, on en déduit que la suite (f,)n>0 est de Cauchy dans l’espace complet des
fonctions continues sur le compact [0,1] (muni de la norme uniforme). Donc elle converge dans cet
espace : c’est dire que la suite de fonction f,, converge uniformément vers une certaine fonction f, qui est
donc nécessairement continue croissante sur [0, 1], et qui vérifie

{ f(0)=0
f)=1

Comme par construction, pour m > n, A¢ est inclus dans A¢,, et on peut donc généraliser le raisonnement
de ’étape 2 pour en déduire que f, et f,, coincident sur AS. On en déduit donc que f et f,, coincident
sur AS. Or f, y est constante, donc dérivable et de dérivée nulle. Ainsi, f est dérivable et de dérivée nulle
sur 'ouvert A¢ complémentaire de I’ensemble de Cantor, qui est la réunion des AS. Elle vérifie donc bien

f' =0 A-presque partout,

puisque A est de mesure nulle. [l

On peut construire une variable aléatoire X possédant f pour fonction de répartition (on peut appeler
loi de Cantor cette loi de probabilité). Moralement, la construction nous incite a dire que X peut étre
vu comme un nombre choisi uniformément sur ’ensemble de Cantor A. Cela revient en fait a choisir
aléatoirement le développement triadique d’un nombre compris entre [0, 1], en choisissant les chiffres de
ce nombre en base 3 comme étant égal soit a 0, soit a 2, avec méme probabilité : si Y,, sont des variables
aléatoires indépendantes identiquement réparties de loi donnée par

alors la variable aléatoire

suit la loi de Cantor.
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3 Espace de Bergman

Legons 201, 213, 234, 245(, 205, 208, 235, 243)

Ref : [BB18]

On étudie dans ce développement l’espace de Bergman du disque unité :

A%(D) := H(D) N L*(D).
C’est bien siir un sous-espace vectoriel de L?(D), qui est donc muni du produit scalaire usuel

(f.g) = / £(2)5(2) dady,

dont on note |[|-||, la norme associée.

Théoréme 3.1 L’espace de Bergman A?(D) est un espace de Hilbert, dont une base hilbertienne est
donnée par les fonctions
en,: | D — C )
n+1
7r

z z"

pour n € N.

Démonstration.

FEtape 1. Comparaison des normes ||-|| ., et |||,
On commence par démontrer un lemme qui donne un élément de comparaison entre les normes qui
s’adaptent & la convergence des fonctions holomorphes et la norme sur L2.

Lemme 3.2 Soit K un compact de ID. On a alors

1
Vf e A*(D) [l rc < N CRD) £l -

On fixe f € A%(D). Soit a un élément de K. Comme D est ouvert, il existe un certain réel r > 0 tel
que la boule ouverte B(a, ) soit incluse dans ID. On a alors, d’aprés la formule de la moyenne, pour tout

p€(0,r): ,
f@) == [ fla+pe?) do.

:271' 0

On multiplie alors par p, puis on intégre sur (0,7), et on obtient finalement

1 r 27 . 1
fla) ==z [ [ fatpetodpas = = [ ) dady

2

Mais on peut alors appliquer 'inégalité de Cauchy-Scwharz, pour obtenir

1

N Y 3
s < 2 () (o)
<

L

On fait maintenant tendre r vers d(a,S') pour obtenir

111l
Jmd(a,S1)’

On conclut finalement en observant que d(K,S!) < d(a,S?').

=
e
=
I

|f(a)] <
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Etape 2. Complétude de lespace de Bergman.

On se donne une suite de Cauchy (f,,)n>0 dans A%(D). Pour tout compact K de D, et on a d’apres le

lemme
1

Vm,n €N [fn = frnlloox < mﬂfm—fnﬂz-
Cela signifie que la suite (f,,) est de Cauchy dans C°(K,C). Or on sait que la norme uniforme munit cet
espace d’une structure de Banach, donc il existe une unique fonction f limite uniforme de la suite (f,)
sur chaque compact de ID. D’apres le théoreme de Weierstraf}, on sait de plus que f est holomorphe sur
D.

Comme L?(D) est également complet, la suite (f,) admet aussi une limite g dans L?(D). D’apres
le théoreme de Riesz-Fisher, on sait aussi qu’il existe une suite extraite de (f,,) qui converge presque
partout sur D vers g. Donc, puisque la suite (f,,) converge simplement (car uniformément) vers f, f et g
coincident presque partout sur D. Ainsi, la suite (f,,) converge pour la norme L? (et donc celle que I'on
a mise sur l'espace de Bergman) vers f, qui est donc un élément de A%(ID).

Etape 3. Base hilbertienne de lespace de Bergman.

On vérifie tout d’abord le caractére orthonormé : on se donne m et n deux entiers naturels, et on a

(n+1)(m+1)

<€na em> = Z"z™ dxdy
m D
1 27
_ (n +1 (m + 1) (/ rn-i—m—i—ld,’,) (/ ei(n—m)@ da)
m 0 0
2 (n+1)(m+1)5
N n+m+2 o
<en; €m> = 5n,m

On se donne maintenant une fonction f € A?(D) orthogonale & Vect(e, )nen, c’est-a-dire que pour tout
n €N, on a

en(f) == (f,en) =0.

Comme f est holomorphe, elle est analytique sur D, et donc en 0 : il existe une famille (a,)n>0 de
complexes telle que

+oo
VzeD f(z) = Zanz".
n=0

On a alors une nouvelle expression du coefficient de f contre e, :

) = " [ s anay

n+1 . . —
= lim (2)z" dxdy par convergence dominée, car |f(2)z"| < |f] € L!
T r—l1 lz|<r
n+1 =
en(f) = lim Z ap | 22" dxdy | par convergence normale de la série entiére
T r—1 o lz|<r

On calcule alors l'intégrale obtenue en passant aux coordonnées polaires (comme plus haut), pour k € N :

9 n+k+2
/ 27 dedy = Uik Okm = il p2ntlg,
|z|<r n + k/’ + 2 ’ n + 1 ’

en(f) = ™ im (anr2("+1)> = il an,.
n+1r-1 n+1

On en déduit que a,, est nul, et donc que f est nulle sur . Donc, par critere de densité, la famille (ey, ), >0
est une base hilbertienne de A%(D). O

Finalement, on obtient

On peut, si le temps le permet, aller plus loin et démontrer ’énoncé suivant, qui donne l’existence
dun noyau de reproduction pour les fonctions de A%(D) :

Proposition 3.3 On pose pour ((, z) € D?

KG9 = e
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Alors K(¢,+) € A%(D) pour tout ¢ € D, et si Tk est I'opérateur a noyau associé¢ a K sur A%(D), on a
Tk = Id g2 ).

Démonstration. On voit tout d’abord que la fonction K(C, ) est, a ¢ fixé dans D, holomorphe sur D. De
plus, la formule qui la définit donne une fonction continue sur D, qui compact, et elle est donc de carré
intégrable sur D. Donc K ((,-) € A%(D).

On se donne une fonction f € A?(D). On veut montrer que Tk f = f, c’est-a-dire que pour tout ¢ € I,
on a
7€) = Tics(©) = [ =L dnay = (17TT).
p (1 —(Z)? ’ ’
On cherche a calculer le produit scalaire obtenu par la formule de Parseval. On s’intéresse donc a la
quantité

(en K(C.7)) = @ K (G )] = (K(C. ). &)

pour n € N. On a

vn+1 z"

(K(¢,),en) = - _CE)de/dy
= +oo
= n;— 1/ <Z kak> 2" dzdy
T2 JD ko
= +oo
- nig—l—l/ (Z(k+1)(kzk> 2" dxdy
T ID \k=o
= +oo
= nj— L Z(k +1)¢* / ZF 2" dady
T k=0 D
—+oo
= VIS et T s
T2 0 2k + 2
. n+1_,
<K(<a')7en> = p C .

La formule de Parseval donne alors, en notant une nouvelle fois a,, les coefficients du développement
analytique de f en O :

Tef(©) = (£KE)

+oo

— Zw<emm>

n=0 cn(f)
+oo

- S
n=0

T f(Q) = [f(Q)-
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4 Formule des compléments

Lecons 236, 245(, 235, 239)

Ref : [BB18] ou [AMO04] Sec. 8.4.4

Ce développement consiste a démontrer la formule relative a la fonction spéciale I' d’Euler, définie
sur U := {z € C, Re(z) > 0} par

+oo
L(z):= / t*~te tdt.
0
On utilisera la branche coprincipale du logarithme, définie sur ouvert C\R, par
Log(re) :=1In(r) +i0  Vr e R%,V0 € (0,2n),
qui est bien siir holomorphe. De méme, la puissance d’un nombre complexe est classiquement définie par
2% := exp(x Log(z)) Vz € C\Ry,Vz € C.

Théoréme 4.1 (Euler, Formule des compléments) On note Q := {z € C, Re(z) € (0,1)}. On a

alors pour tout z dans Q2

T()(1—2) = —

sin(mz)’

Démonstration. On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.2 Pour tout réel = dans (0,1), on a

oo dt T
I(z) ::/0 t=(1+1t) - sin(mz)’

Etape 1. Application du théoréme des résidus.

On remarque tout d’abord que, d’aprés le critére de Riemann, la quantité I(z) est bien définie pour
€ (0,1). On définit la fonction

fiQ\RU-L) — C
z —_

21+ 2)

Comme Log est holomorphe sur C\Ry et exp sur C, et comme le dénominateur ne s’annule pas, f est

holomorphe. Ainsi, on va pouvoir appliquer la formule de résidus : f admet —1 comme unique pole sur

C\R,. On définit alors pour € € (0,1) et R € (1,+00) le contour fermé de classe C' par morceaux

I’ r comme la concaténation des chemins c,, I:R, et Cc g et I 5 dessinés sur la figure 4.1. On notera

également 0. r I'angle qui parametre 'arc de cercle C; g, et on a d’apres le théoréme de Pythagore

0..r = arctan (

€
VRZ = 52) '
Comme —1 est pole d’ordre 1 de f, on a

Res_1(f) = lim (2 +1)f(z) =e ™.

z——1

Le théoreme des résidus permet donc d’affirmer que

/F f(2) dz = 2ime™ ™™ (4.1)

Etape 2. Calcul des différentes contributions.

On calcule maintenant les contributions asymptotiques des quatre chemins sur lesquels on integre f,
en faisant tendre € vers 0 et R vers U'infini.

Brieuc FRENAIS - @®SOO 54 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION I1.4 Formule des compléments

)

&

FIGURE 4.1 — Définition du lacet Cgm I'.r

— On parametre le chemin C, p par

Y1t [06,R72ﬂ-706,R} — C )
t — Relt

On a alors

27—0: . r
/ f(z)dz = / f(ReMiRe dt
CE,R

GE,R

2n—0. r iReit
= T Hitx it dt
0..n Rz eltz(1 + Relt)

2m—0c,r pl—=z Li(l—2)t
/ f@ﬁk::i/ E—Jiﬁ—ﬁ
CE,R 0 1 + Rel

e, R

Or, au vu de son expression, 8. g tend vers 0 quand e tend vers 0, et la fonction intégrée est continue
sur le compact [0, 27] donc

21 pl-z ji(l—x)t
R
/ fde—i [ S
Cen e—0 0 1+ Rel

De plus, on a

Rl-= ei(l—z)t Rl-=
- <
‘ 1+ Ret |~ R—1
done 21 pl-z i(l—x)t 21 pl 1
T Rl-z gi(l—= T Rl-= Rl-=
i —_— dt =2 — 0
A 1+ Re' M‘O R—1 "R 1 Rt

On en déduit que la contribution de C; r est asymptotiquement nulle.
— Le méme raisonnement permet de voir que la contribution de c. est aussi asymptotiquement nulle :

37" El—w
/f(z) dz S/ 1 dt — 0.

— & e—0
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— On parameétre le chemin I p par

v :|[0,1] — C
t  — —ie4+VR?-—e%(1-1)

On a alors pour ¢ € [0, 1]

’Y/ (t) _Re—2iﬂ'flf
SO0+ 2] 5 @R (TR RD

car l'argument de —ie + v R2 — £2(1 — t) tend vers 2w, et de plus

(1) ‘ R
)1 +12(1)] ~ (R—Rt)*(1+ R— Rt)’

Donc en faisant tendre € vers 0, puis en effectuant le changement de variable linéaire u = R — Rt

on obtient
R _ e—2i7rx
(2) dz — —————du.
. e=0 Jo u (1 + u)
— De manieére analogue, on a
R
1
(2) dz — —————du
Iy =0 Jo u?(1+4u)

et, une nouvelle fois par convergence dominée, on a

(2) dz + f(z)dz — (1 —e2™)](x).
I:,R I;R e—0

R—+o00

L’équation (4.1) se réécrit alors

et donc

Etape 3. Formule des compléments sur (0,1).

On va maintenant démontrer la formule des compléments sur (0,1). On se donne donc z € (0,1). On

a
+oo +oo
L)l(1l—-—2) = </ t* et dt) </ s %e™? ds>
0 0
t\"1
= ) n e~ () dsdt par théoréeme de Fubini-Tonelli
Rf S
1
= / ve v Y dudv par changement de variable 2
R*2 w (1+wv)?2
i
e e v L . .
= e “du v par théoreme de Fubini-Tonelli
0 0 U(]. + 'U)
1 I(1-z)
= I(1-ux)
7r
— d7 Na 17 ’t 2
7singr7r(l =) apres ’étape
I'(x)'(1 - = —
(2)0(1 =) sin(ma)

Ainsi, la formule est bien vraie sur 'intervalle (0,1).

2. On pose p: Rf — Rf . On peut donner l'expression de sa bijection réciproque
t
(s,t) — <t+s,7>
s
—1. %2 %2 . . _ u ) 1
7 | RY — ]R+u " . De plus, son jacobien est Jgpfl(u,v) = 7(1_"_1})2 > 0, et c’est un C
o — (T )
14v 14w
difféomorphisme.
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Etape 4. Prolongement analytique d .

L’ensemble € est un ouvert connexe (par arcs) de C, et la fonction (z — T'(2)T'(1 — 2)) y est définie

T

comme une fonction holomorphe. De plus, la fonction | z — — (2) a ces mémes caractéristiques.
sin(mz

Donc, comme elles coincident sur un intervalle ouvert non vide inclus dans 2 d’apres I'étape 3, elles sont

égales par principe de prolongement analytique. O
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5 Inégalité de Hgffding

Lecons 261, 262, 266(, 253)

Ref : [BB18] ou [Ouv19]

Théoréme 5.1 (Inégalité de Hgffding) Soit (X, ),cy une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes centrées telle que pour tout n € N, il existe une constante ¢, > 0 telle que

| Xn| < cn pes..

Alors on a pour tout € > 0
52
P(|S,| >¢) <2e 2,

n n
ou S, désigne la somme E X;, et a= g c?.
i=1 i=1
Démonstration. On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.2 Soit X une variable aléatoire réelle centrée telle que | X| < 1 presque stirement. Alors on a

VieR K () <e¥.

1
Démonstration. On se donne un réel z € [—1,1]. Alors si A := 5(1 + ) est dans [0,1], et donc 1 — A =

1
—(1 — ) aussi. De plus, on a = 2A — 1 = Ax1+ (1 — A\)x(—1). Donc, par convexité de ’exponentielle,

on a
Vvt e R etw — et(/\><1+(1—)\)><(—1)) S )\et +(1 _ )\) e—t .

De plus, comme X est bornée par 1, e!X est intégrable pour tout ¢ € R, et on a d’aprés ce qui précede
X < %(1 +X)et %(1 _X)e .
Ainsi, en passant a l’espérance et en rappelant que X est centrée, on obtient
E (') = ch(?).
On compare alors les développements en série entiére de ’exponentielle et du cosinus hyperbolique :

comme on a pour tout n I'inégalité

1 < 1
(2n)! = 2npl’

on en déduit 2
VteR  ch(t) <eT,

ce qui permet de déduire le résultat souhaité. ([l

On se donne maintenant ¢ € R et n € N. D’apres le lemme, on a

n 2
E(etfn) ge%.

t
En prenant s = — € R, on en déduit
Cn
2

s%cy,

E (eSX") <ez

et ceci est donc vrai pour tout s € R et n € N. On en déduit par indépendance des X; :

n
vVt e R E(ets") :HE(etXi) Se%,
i=1
n
ol a désigne la somme Z .
i=1
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On se donne maintenant € > 0. On a alors pour ¢ > 0

P(S,>¢e) = P (ets" > ets) par criossance de l’exponentielle et positivité de ¢
E (etSn
< % par inégalité de Markov
S e%;fst

Or le minimum de la fonction

2
. € €
est atteint en — et vaut ——. Donc
a 2a

P(S, >¢) < e_% .

Puisque les variables — X, vérifient les mémes propriétés que les variables X,,, le résultat est aussi vrai

en prenant —S,, a la place de S,,. On en déduit 'inégalité de Hgffding.

O

Corollaire 5.3 On se donne des observations X7, .., X,, indépendantes identiquement réparties d’une

loi inconnue de moyenne m, pour un modeéle paramétrique (H", (Qg)geco). On désigne alors par X, la

moyenne empirique associée aux observations X1, .., X,;. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle

que
V8 € © Vi € [1,n] |X;i —m| <c Qy—p.s.

Alors, pour « € (0, 1) fixé, I'intervalle

ICEla::[ 1/ ln n—i—c“ ln ]

est un intervalle de confiance par exceés de niveau 1 — « pour la moyenne m = m(6

Démonstration. 11 suffit d’appliquer 'inégalité de Hgffding aux X; : on a ici a = nc?, d’oll

nq

Vg>0 P(|X,]>q)=P(|S,]>ng) <2e 27 .

ng2
Prendre la bonne valeur de ¢ pour avoir 1 — a =2 e~ 2.7 fournit alors I'intervalle de confiance I CFEi_q.

O
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6 Intégrale de Fresnel

Lecons 235, 236, 239

Ref : [Gou08] Rem 3.3.6 & Exo 5.4.4

Proposition 6.1 L’intégrale de Fresnel est finie et vaut

+oo
80:/ eiIQda::ﬁei
0 2

INE]

Démonstration.

Etape 1. Convergence de Cesdro.

On commence par démontrer le lemme suivant ?, analogue & la convergence au sens de Cesaro des
suites numériques.

Lemme 6.2 Soit f : R — C une fonction continue, qui admet une limite finie [ en +o0o. Alors les

1 (T
intégrales T / f(t) dt convergent également, pour T tendant vers 4oo, vers .
0

Par définition de la convergence de f, il existe pour tout € > 0 un réel M(g) > 0 tel que pour tout
t> M(e), |f(t) =] <e. On se donne alors un réel € > 0. Ainsi, on a pour 7' > M(g/2)

T

T M(e/2) €
/)ﬂﬂﬁ—Tlg/‘ ﬂo—MtHT—M@»/ F(8) — 1] dt < K(e) + T
0 0 M(e/2) 2
:=K(e)
Ainsi,
1 [T K(e) e
T/o fl)ydt—1| < T +5

2K
Finalement, pour 7' > M’'(e) = max (M (%) ,;6)), on a

1 T
TAf@M—l

<e.

Etape 2. Convergence de lintégrale impropre.

La fonction z — e’ est continue sur R, . Seule la question de l'intégrabilité en +oo se pose. On fixe
T>1.0na

T o T eiu
/ e dr = / ——du par changement de variable u = z2
1 1 2Vu
T, oiu 177 T Giu
/ e dr = |—= + / —— du  par intégration par parties
1 2i/u |, 1 diud

. 1
Le membre de gauche converge puisque ™ est borné, et — tend vers 0 en l'infini, et 'intégrale de droite
U
converge absolument, donc converge. Finalement, 'intégrale de Fresnel est convergente, et vaut
T

. ir2
= lim e’ dr.
T— 400 0

3. Je n’ai pas de référence exacte pour cette preuve, mais elle n’est pas trés compliquée, et si on a vraiment besoin d’une
bouée de secours, le raisonnement est adapté de I’exo 4.1.2 de [Gou08].
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I1.6 Intégrale de Fresnel

Etape 3. Une intégrale convergente.

On pose pour t > 0

F(t) = / @) dudy
[0.4]2

2
e dx

o= [

0

et aussi g(z,y) = ei(@®+v*) On observe que g est symétrique, de méme que le domaine [0,t]? sur lequel
on l'intégre, ce qui permet d’affirmer que 1'on a

F(t) =2 /A o) dt,

avec Ay = {(x,y) ER?, 0<y<z< t}. De plus, la forme de g nous incite a passer en coordonnées
polaires. Le compact A; est représenté par le compact

On a ainsi

On pose alors

On a alors

K, — {(r,o) € R, x [0, .

2 / P
K

[\)

=~
o

1 1

. . T T
IM=5-7 i /O e (s df

W] , 0<rcos(t) < t}.

) .

par changement de variable

i ¢
T cos(0)
/ ( / e dr) df par théoréeme de Fubini
0 0

2
On applique alors le théoréme de Fubini, la fonction (¢,0) — e (cs(6)? | étant continue sur le compact

[0, 7] x [07 ﬂ :

nry = =%

i

4

iy = <

i z T +2
_f/ / ST @7 dt | do
T 0 0

i

T

.- Ozcos(@f <COZ(9)> v

™ T
4 [eos(® .
- = / / el cos(f) du par changement de variable
0o Jo

Or d’apres la premiere étape, f est bornée puisque l'intégrale de Fresnel est semi-convergente. On en

déduit que I(T) converge vers IZW quand T tend vers l'infini.

Etape J. Lien entre f et F et conclusion.

On fait finalement le lien entre les fonctions f et F', a I'aide du théoréme de Fubini : on a

Ft) = ( /M oie? dm) ( /[O,t] olv? dy> — F)2

On en déduit une autre formule pour l'intégrale I calculée a I’étape précédente :

I(T) = %/0 f(t)?at.
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Ainsi, comme f tend vers ¢, f? tend vers p? et donc sa moyenne de Cesaro aussi (d’aprés le lemme).

. ) o, im . . ,
Finalement, on obtient donc que ¢p* = R et en passant a la racine carrée
T ix
p = :I:% e,

Reste donc a déterminer le signe. Par exemple, la partie imaginaire de ¢ vaut

+oo 1
/ sin(u?) du
O 2

I
|
S—
+
8
o
s
|
2
§

avec

2(n+1)m _: 2n+1)m _:
Up = / sin(u) du = / sin(u) (1 S ) du > 0.
2nm 2\/6 2

On peut donc conclure :
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7 Lax-Milgram et probleme aux limites de Neumann

Legons 205, 213, 222(, 201, 208)

Ref :[Bré05] V.3 & VIIL4*

La premiere étape de la démonstration du théoréeme de Lax-Milgram est tres simple. On peut la faire
si le reste ne prend pas assez de temps, si on veut accentuer le coté "complétude" du développement,
mais il ne faut pas non plus y passer 5 minutes. Si au contraire on veut insister sur d’autres points, on
peut méme 'admettre ou le démontrer en une phrase & l'oral. De plus, il faut savoir (et éventuellement
savoir pourquoi® aussi) que I’hypothése de symétrie n’est pas nécessaire et simplifie juste la preuve du
théoréme, ce qui permet (en temps limité) de montrer application au probléme aux limites.

Théoréme 7.1 (Lax-Milgram) Soit H un Hilbert réel, et a une forme bilinéaire symétrique continue
coercive sur H, et f une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique u € H tel que

YoeH al(u,v)= f(v).

Démonstration.

Etape 1. Normes équivalentes et complétude.
On commence par démontrer un lemme faisant le lien entre deux structures de Banach sur un méme
espace.

Lemme 7.2 Si (E, ||| ;) est un espace de Banach, et ||-|| une autre norme sur E, équivalente & |||z,
alors (E, ||-||) est un Banach.

Comme les normes sont équivalentes, on se donne « et 8 deux réels positifs tels que pour tout = € F,
on a
o ll2ll < fl2ll; < Bl

On se donne maintenant une suite de Cauchy (z,), dans (E, ||-||). Il existe donc pour tout € > 0 un
entier n(e) tel que
Vp,qg>nle) |z, —z4 <e.

On en déduit que
Vp,a>n(e/B) llop —zqllp < Bllep —aqll <e

Donc la suite (zy,), est de Cauchy dans (E, ||-|| ;). Comme E est de Banach, elle converge donc vers un
certain x € E. Il existe donc un entier N(e) tel que

Vp>N(e) |z, —z|g <e.

Ainsi, en prenant N'(¢) = N(ae), on a
1
Vp > N'(e) [lap — 2l < ~lzp — 2] g < &
Donc (z,,), converge dans (E, ||-]|), qui est donc de Banach.

Etape 2. Structure de Hilbert sur (M, a).

On montre maintenant que a définit une nouvelle structure d’espace de Hilbert sur H. Comme a est
une forme bilinéaire symétrique, il suffit de montrer qu’elle est définie positive pour montrer que c’est un
produit scalaire. Soit v € H\{0}. On a

a(u,u) > a|lul|” >0,

par hypothese de coercivité. Donc a munit H d’une structure d’espace préhilbertien. De plus, on a, par
coercivité (a gauche) et continuité (a droite) de a, pour u € H :

2 2
allull” < au,u) <{llal flu]”,

ol |||al|| désigne la norme de a en tant qu’application bilinéaire continue. On en déduit que la norme sur
H induite par a est équivalente a celle induite par le produit scalaire. Donc, comme H est un Hilbert
pour le produit scalaire, c¢’est aussi un Hilbert pour a.

4. La derniére partie s’inspire de ce qui est fait dans le Brézis mais ce n’est pas une copie conforme.
5. On le démontre généralement & I’aide du théoréme de point fixe de Banach-Picard, voir [Bré05].

Brieuc FRENAIS - @®SOO 63 ENS Rennes - Université de Rennes I



DEVELOPPEMENTS POUR L’ AGREGATION I1.7 Lax-Milgram et probléme aux limites de Neumann

Etape 3. Théoréme de Riesz sous un nouvel angle.

Le théoreme de Lax-Milgram se déduit alors du théoreme de Riesz. En effet, puisque f est une forme
linéaire continue sur #, elle est aussi continue (par équivalence des deux normes) sur (#, a). On en déduit
qu’il existe un unique vecteur u € H vérifiant pour tout v € H la relation

a(u,v) = f(v).

Dans la suite, on note H = H(0, 1), qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) = /0 ' () () + u(t)v(t) dt.

Application 7.3 Le probléme aux limites associé a des conditions au bord de Neumann (E) suivant,
consistant & trouver u de classe C? sur [0, 1] telle que

{ —u" = f sur (0,1)
W(0)=a, v (1)=p

a et B étant deux réels donnés et f une fonction continue sur [0, 1], admet une unique solution.

Démonstration.

Etape 1. Formulation variationnelle du probléme.

On suppose disposer d'une solution u au probléeme (E). On se donne alors v € C1(0,1). Comme u est
aussi dans H, en multipliant I’équation de u par v et en intégrant par parties sur [0, 1], on a alors

1 1
/ o ()0 (1) dt = / F(O)o(t) dt + Bu(1) — av(0).
0 0
On pose alors L:|H — R et a:| HxH — R , de sorte que
v o+— (f,v) 2+ Pv(l) — av(0) (u,v) — (W, 0V) 2
u vérifie le probléme variationnel (EV)

a(u,v) = L(v).

Etape 2. Résolution faible par Lax-Milgram.

Tout d’abord, L est une forme linéaire sur H. De plus, on a

[L()] < [{f,0) g2 [+ (o] +16]) vl -

On applique Cauchy-Schwarz dans L?, on en déduit | (f,v); 2| < | fll 2 |vll 2 < | fllz2 [lv]]. De plus, la
théorie des Sobolev montre que la norme infinie est moins fine que la norme sur . Donc ||v|| , < C|v],
et finalement L est continue.

De méme, a est une forme bilinéaire, et comme la norme L? est inférieure & la norme de H, en
appliquant Cauchy-Schwarz, on obtient que a est continue. De plus, on a, en notant C' la constante
donnée par I'inégalité de Poincaré sur (0, 1),

2 2 2
1+ Ca(v,v) = [[V'[[> + C V' [I2 = llvll”

Donc a est coercive. Finalement, comme H est un Hilbert, on peut appliquer le théoreme de Lax-Milgram
a L et a sur H : il existe une unique u € H solution de (EV).

Etape 3. Résolution du probléme initial.

On voudrait maintenant remonter au probléme initial. Comme u vérifie (EV'), en prenant v € D(0,1) C
H, on en déduit que 'on a — (u”, U>D,,D = (v, v’)D,p = ({f, v}D,D, et donc —u” = f dans D’(0,1). Comme
D' est dense dans L2, cette égalité se fait aussi dans L2. Mais comme f est continue, on en déduit que
u'’ Pest aussi, et donc I'égalité est en fait une égalité de fonctions continues. Donc u est de classe C2.
En prenant alternativement v € C'*°(0, 1) vérifiant v(0) = 1,v(1) = 0 et v(0) = 0,v(1) = 1, on déduit en
intégrant par parties que w vérifie aussi v/(0) = a et v/(1) = 5. On a donc bien résolu le probléme de
Laplace avec conditions de Neumann. O
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8 Meéthode des caractéristiques

Lecons 220, 221, 222(, 215)

Ref :

Pour ce développement, je me suis inspiré d’un cours de Master 1, et je n’ai pas trouvé de référence qui
me plaise vraiment. La méthode des caractéristiques est bien siir présentée dans les livres classiques sur
les EDPs (voir [Eval0] par exemple) mais toujours avec un formalisme beaucoup plus lourd que nécessaire
au niveau de I’Agrégation.

On applique donc la méthode des caractéristiques a la résolution des équations hyperboliques
linéaires, de la forme suivante

Oru+ {a,Vyu) + apu = f sur RxR? (8.1a)
u(z,0) = ug(z) Vo eR? (8.1b)

Les hypothéses sont les suivantes :

— t est une variable de temps de dimension 1,

— x est une variable d’espace de dimension d,

— f:RIXR — R et ap : R*xR — R sont des données, de classe C! sur RxR,

- a:|R¢xR — R4 est une autre donnée, de classe C! et globalement lipschitzienne
a (JZ, t)
(z,1) +— :
aq(z,t)

par rapport a la variable d’espace,

— up : RY — R est la donnée initiale, de classe C.
Théoréme 8.1 Le probléme (8.1) admet une unique solution u de classe C* sur R?x[0,T]°, pour tout
T > 0, et on en connait ’expression.
Démonstration. On raisonne par analyse-synthése. On suppose qu’il existe une solution w au probléme,

et on étudie celle-ci le long de courbes paramétrées par la variable temporelle.

Etape 1. Choiz des courbes caractéristiques.

On se donne donc X : R — R? la paramétrisation d'une de ces courbes. On pose alors pour s € [0, T]]
v(s) = u(X(s),s).
On utilise la régle de dérivation en chaine” pour dériver v :
V' (s) = (Vau(X(s),s), X'(s)) + Ou(X(s),s). (8.2)

Le principe est maintenant de choisir la courbe X de maniére a simplifier cette équation. Au vu de (8.1a),
on souhaiterait que X'(s) soit égal & a(X (s), s). On considére donc le probléme de Cauchy suivant, associé
aux données (z,t) € R1x[0,7] :

X'(s) = a(X(s),s) (8.3a)

X(t)== (8.3b)

Comme a est lipschitzienne, celui-ci admet, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, une unique

solution définie sur [0, 77, que I’on note X (-;x,t). Si I'on choisit ces courbes ®, on remarque (8.2) devient
I’EDO suivante

V() = —ao(X(s), 5)o(s) + F(X(s),5). (5.4

6. On n’est pas obligé d’en parler, cette condition est juste la pour pouvoir intégrer sans se poser de questions.

7. 1l faut bien comprendre tous les objets présents : la dérivée de u en z est son vecteur gradient (spatial), & d composantes,
la dérivée X’ de X est simplement un vecteur composé des dérivées de chaques composantes de X.

8. Pour l’instant, la valeur de x et t n’importe pas.
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Etape 2. Expression de v.
On integre alors cette équation : I’équation homogene a pour solution

un(s) = Aexp < /0 ao(X(a),a)da> .

On applique alors la méthode de variation de la constante. On se donne une fonction A : [0,7] — R
telle que

v(s) = A(s) exp (- /O ao(X(o),U)da> .

Alors on a

N(s) = F(X(s), 5) exp ( I a0<X<a>,o>do) |

donc en intégrant, avec la condition A(0) = v(0), on obtient

A(s) = v(0) + /O (o) exp (/OU aO(X(T),T)dT> do.

Finalement, on a

u(s) = v(0) exp (- /0 aO(X(a),a)da) + /O F(X(0),0)exp (- /a ao(X(T),T)dT) ds.

Etape 8. Détermination de la solution.

La condition initiale est donnée par
v(0) = u(X(0;2,t),0) = ug(X(0;z,t)).
On remarque également que, comme X (¢;x,t) =z, on a
v(t) = w(X (t;x,t),t) = u(x, t).

Finalement, on a donc

(@, ) = ug (X (0: 2, 1)) exp (— /Ot a0 (X (03 2,1),0) dcr) +/Ot F(X(0:2,8), ) exp <— /: a0 (X (712, 1), 7) dT> do.

On fait maintenant la synthese. L’unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz montre qu’il y a une loi de
groupe sur les caractéristiques : pour tout z € R? et s,0,t € [0,T], on a

X(o; X (s;2,t),8) = X(o;2,t).

Cette relation, permet d’obtenir, & partir de U'expression de u, que v vérifie I’équation (8.2), et donc que
u vérifie 'équation (8.1a) sur tous les points de la forme (X (s;,t),s) de R¥x[0,T]. Or, toujours grace
4 loi de groupe, a s et t fixés, x — X(s;x,t) induit un difféfomorphisme de R? sur R%. Donc en fait u
vérifie I'équation sur tout R?x [0, T]. Elle vérifie aussi les conditions initiales, et elle est de classe C*. On
a donc exhibé 'unique solution de (8.1). O

Ezemple. On étudie une équation en dimension 1 :

Oy + axdyu+ Pu =0
u(z,t) = ug(x)

Alors on pose v(s) = u(X(s),s). On a donc, en dérivant s
v'(s) = 0,u(X(s),8)X'(s) + Ou(X(s), s).

On résout donc I’équation ordinaire
X'(s) = aX(s).

La solution de cette équation, avec condition initiale X (¢;z,t) = 0, est

X(s;x,t) =z
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On peut tracer les courbes pour voir ce qui se passe. On trace s en fonction de X(s;z,t). On a s =

In (%) +¢. On a alors

v'(s) = —po(s).

Ainsi, v(s) = v(0) e™?* = up(x =) e7P*. Finalement,
u(z,t) = ug(ze ) e Pt

Par exemple, si a et B sont positifs, on observe que la courbe s’applatit et s’affaisse.

X(t;,1),t) | ¢

/[ X(s;z,t)

FIGURE 8.1 — Tracé des caractéristique du probléme hyperbolique pour a(z,t) = x

On peut choisir son équation de transport préférée a la place de celle-la. On peut essayer de passer
en dimension 2 aussi, avec des exemples simples c’est pas trop compliqué. En revanche, la dimension 1
est facile a tracer, contrairement a la dimension 2. On n’a pas forcément le temps de tout faire. Il faut
passer vite sur les arguments EDO dans la legon 222, c¢’est mieux de faire ’exemple. Pour les 220 et 221,
mieux vaut privilégier les arguments EDO et ne pas faire I’exemple.
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9 Théoréme de Steinhaufl

Lecons 207, 241(, 230, 262)

Ref : [ZQ13] Chap XIII Th III.1

On sait qu'une série entiére admet au moins un point singulier sur le bord de son disque de convergence.
Sinon, tous les points seraient réguliers, et on pourrait alors, par compacité du cercle unité (on se raméne
au cas d’une série dont le rayon de convergence est 1), prolonger la fonction en une fonction holomorphe
sur le disque ouvert de rayon 1 + €. Mais alors, la nouvelle fonction est analytique, et donc holomorphe
sur le grand disque, et les deux développements en série entiere coincident, donc les deux séries sont les
mémes (principe des zéros isolés). Donc le rayon de la série entieére est d’au moins 1+¢, ce qui est absurde.

On voudrait maintenant savoir s’il est possible d’avoir "beaucoup" de points singuliers. On dit que
. RN . . . . Yl n
le cercle S' est une coupure pour la série entiére si tous ses points sont singuliers. La série E 22" par
n>0
. koo 5 ez . . . iz
exemple admet toutes les racines 2"-iemes de 1'unité comme points singuliers, et donc par densité, le
cercle en est une coupure. Le théoréme suivant montre que ce cas est tout sauf un cas isolé.

Théoréme 9.1 (Steinhaufl) Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence 1, et W = (W, )n>0
n>0
une suite de variables aléatoires complexes indépendantes indentiquement réparties selon la loi uniforme
sur le cercle S'. Alors, presque slirement, le cercle est une coupure pour la série E anWpz".
n>0

Démonstration. On note A = { S! est une coupure pour Z anWy, 2" 3. Le but est de montrer que A est
n>0
un événement de probabilité 1. On note D le disque unité ouvert, et

Sg = {e*™, 0 € Q},
qui est dénombrable et dense dans S*'.
Etape 1. Ezhibition d’un recouvrement dénombrable de A.

On se donne une réalisation w = (wy,),>0 de la suite W. On suppose que 2o € S' est un point régulier

de la série f,, := g an,wypz™. Il existe donc un voisinage ouvert de zy dans C qui ne contient que des
n>0
points réguliers pour f,, ; quitte & le réduire on peut supposer que son intersection avec S' est de la forme

I:= {621”9, 0 € (ab)},

avec a < b rationnels. On note C l’ensemble des arcs de cercles ouverts de S! & extrémités dans Sé, et on
définit

Ay := {Tous les points de I sont réguliers pour f,} .
Alors, d’aprés ce qui précéde, A est I'ensemble des réalisations w de W telles qu'’il existe un arc I € C,

tel que A; est vrai. Ainsi, on doit montrer que |J A; est un événement de probabilité nulle, et donc,
IeC
comme C est dénombrable, il suffit de montrer que les A; sont des événements de probabilité nulle.

Etape 2. Les A; sont des événements.

On se donne I € C, zy € I, et une réalisation w de W qui est dans A;. Par définition de I, zy est
régulier pour f,, et il existe donc £ > 0 tel que f, se prolonge de maniére holomorphe & D U B(zg, €).
Ainsi, il existe un réel n > % tel que f,, se prolonge de maniére holomorphe & B (%0, 77) (voir figure 9.1),

et réciproquement. Ainsi, on a pour tout z € B (%“, 77)
() (e
_ w \% _x
fu@) =2 = (Z 2) '

n>0
Donc z; est régulier si et seulement si le rayon de convergence de cette série est strictement supérieur a

%, c’est-a-dire, d’apres le théoreme de Cauchy-Hadamard, si et seulement si
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FIGURE 9.1 — Prolongement de f,, a un disque sortant de D.

On a donc
— e T
Ar = {we(SYHNY, Vel lim |[—24] <2
n—+00 n!
]
= qwe (SHY, Vzo e INSy ngrfw T2 <2 par densité de S
1
(n) (z0\ | ™
Ar = N {weSHY, Tim ng’) <2
20€INS}, n—+00 n:

événement comme image réciproque

d’une limite supérieure de v.a.

Donc Ay est un événement comme intersection dénombrable d’événements.

Etape 3. Application de la loi de Kolmogorov.

Puisque 'expression fé:,l) (%") ne dépend pas des variables Wy, ..,W,,_1, I’événement Aj, tel qu’il
est décomposé a I’étape précédente, appartient a la tribu asymptotique associée aux (Wp,)nen. Or ces
variables aléatoires sont indépendantes, donc d’apres la loi du 0-1 de Kolmogorov, A; est de probabilité
0 ou 1. Il suffit donc d’exclure le cas P(Ar) = 1.

On se donne J un second arc de méme longueur que [ : il existe alors un réel 6 tel que
J=¢?7.
On pose alors pour n € N
Wl i=w,e .

Puisque le cercle est invariant par rotation et que les W, suivent une loi uniforme, W,, et W¢ sont de
méme loi. De plus, par construction, I est régulier pour f,, si et seulement si J l’est pour f,¢. On en
déduit que P(A;) = P(As). Supposons par absurde qu’un intervalle I soit tel que A; est de probabilité
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1. Alors il existe un recouvrement de S' par des intervalles I, .., Iy de méme longueur que I. Mais alors

N
P| (AL | =1,
j=1

et cette intersection est en fait I’événement {Tous les points du cercle sont réguliers}. C’est absurde,
puisque l'on sait que cet événement est vide d’apreés la remarque préliminaire. Donc P(Ay) = 0. (Il
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10 Théoréeme d’Hadamard-Lévy

Lecons 203, 204, 214, 215, 220

Ref : [BB18]

On montre dans ce développement un résultat proche du théoréme d’inversion globale : on relaxe
I’hypothese d’injectivité faite dans celui-ci, et on demande en contrepartie que la fonction considérée soit
propre. La preuve du théoréme est compliquée dans le cas de f de classe C!, et on fait ’hypotheése sim-
plificatrice de classe C2, qui permet d’avoir les hypothéses nécessaires au théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Théoréme 10.1 On se donne une fonction f € C?(R™,R™). Il y a équivalence entre

(i) f est un C'-difféomorphisme de R™ sur R,
(i) pour tout z € R™, df, est inversible, et f est propre”.

Démonstration.

Etape 1. Sens direct.

On commence par le sens le plus simple. Puisque f est un C'-difféomorphisme, on a f~! o f = Idgn,
et donc par dérivation on chaine, on a pour x € R”

df &y 0 dfe = Tdgo .

Donc df, est inversible a gauche, et comme on est en dimension finie, on en déduit que df, est inversible,
et que son inverse est dff_(i).

On fixe maintenant 7 > 0. L’image réciproque de la boule fermée B(0,r) est I'image directe par f~!
de cette méme boule. Comme f~! est continue, cette image est compacte, donc fermée bornée, disons

incluse dans B(0, R), pour R > 0. Ainsi, si ||z]| > R, ||f(x)|| > r. Donc f est propre.

Etape 2. Un candidat pour Uinverse.

On suppose que f est nulle en 0 (quitte & la changer par f — f(0)). On fixe un intervalle ouvert I
contenant 0 et 1, et s : I xR™ — R™ une application de classe C! par rapport a la premiére variable.
On souhaite ' avoir pour tout (¢,z) € IxR"

fos(t,z) =t

On dérive cette relation par rapport a la premiere variable : on a

dfs(t,2) © Oss(t, x) = .
Donc, comme la différentielle de f est inversible en tout point, on a la relation souhaitée si et seulement
si pour tout (¢,z) € R"

ats(ta LL’) = (dfs(t,x))_l (SL’)

fos(0,z)=0
C’est dire que s convient si et seulement si s( -, ) est solution sur I, pour z € R™, du probléme de Cauchy

dy
= = (df,) " (z
{ Y () (@)
y(0) =0

Etape 3. Existence de linverse d droite.

On pose ainsi

F: | R"xR* — R"
(z,y) = (dfy) "' (2)

Cette application est de classe C', comme composée des fonctions de classe C suivantes :

— les projections sur la premiére et deuxiéme coordonnée (applications linéaires),

~ y+—> dfy, qui est de classe C' puisque f est C?,

9. A savoir que ||f(x)|| tend vers I'infini si ||z|| tend vers I'infini.
10. En fait, 'important n’est pas que cela fonctionne sur tout I, mais sur un intervalle contenant 0 et 1.
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— Dinversion dans GL,(R)

- (A,z) — A(x) quand A est linéaire (application bilinéaire)
En particulier, F(x, ) est de classe C' pour tout z, donc le probléme de Cauchy admet une unique
solution maximale (Cauchy-Lipschitz) s(-,z) sur I. On note (¢~ (z),t"(z)) l'intervalle sur lequel s(-,x)
est défini. On sait que celui-ci contient 0, on veut montrer qu’il contient aussi 1. Supposons donc par
l'absurde que ¢ (zg) est inférieur a 1, pour un certain o € R™. D’apres le principe de sortie de tout
compact, s(t, zg) tend donc vers l'infini (en norme) quand ¢ tend vers t*(zo). Comme f est propre, c’est
donc aussi le cas de f o s(t,xg). Mais cette quantité vaut tzg, c’est absurde puisque

t — tT < )
lewoll | 2 @o) llzoll < +o0

Donc t+(zg) > 1. Ainsi, l'application s(1, -) est définie sur R”, et d’aprés le raisonnement effectué, est
un inverse a droite de f.

Etape 4. Conclusion par connexité et inversion locale.

D’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz & parameétres ([BG10] Th 5.15), Papplication s est de classe
C! sur [0,1]xR", donc s; := s(1,-) est de classe C! sur R". De plus, comme f o s = Idgn, f est
nécessairement surjective, et s injective. Il reste donc a montrer que f est injective. Pour cela, on montre
que s; est surjective. On raisonne par connexité, en montrant que s;(R™) est ouvert et fermé dans R™.

— On se donne une suite (z,), d’éléments de R™ telle que s;(z,) converge vers un certain y € R™.
Alors la suite x,, converge vers f(y), par continuité de f et parce que s; est un inverse a droite de
f. Comme s; est continue, on en déduit que s1(z,) converge vers s1 o f(y). Donc, par unicité de la
limite, y = s1(f(y)) € s1(R™). Donc s1(R™) est fermé.

— Soit y = s1(x) € s1(R™). On veut exhiber un voisinage ouvert de y inclus dans s; (R™). En différen-
ciant au point z la relation f o s; = Idgn~, on obtient

dfsl(m) e} dslm == Ian .

Par le raisonnement effectué a I’étape 1, dsy, est inversible. D’apres le théoreme d’inversion locale,
il existe donc un voisinage U autour de x dans R™ et un voisinage V de y = s1(z) dans R" tel
que s7 réalise un difféomorphisme entre U et V. En particulier, V' est un ouvert inclus dans s; (R™)
contenant y. Donc s1(R™) est ouvert.

Finalement s1(R™) est ouvert et fermé, non vide, donc égal & R™, ce qui montre que s; est surjective.
Ainsi, s; est bijective, et en composant par sfl a droite dans ’égalité

foSlildR

n?

on obtient f = 51_1. Donc f est bijective, d’inverse s;, qui est bien de classe C*. O

Remarque. Le raisonnement présenté ici est le méme que dans [BBI18], aux détails prés de la preuve
d’ouverture de s1(R™) et de la bijectivité de f, que je trouve un poil plus simples de cette maniére.
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11 Sommation d’Abel pour les séries de Fourier

Lecons 209, 235, 241, 246

Ref : [BB18]

On note Cgm(0727r) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [0,27] étendues & R par
27-périodicité, et CY(0, 2m) Pensemble des fonctions continues sur [0, 27] étendues & R par 27-périodicité.
On appelle également régularisée d’'un élément f € C’gm(O, 2m) la fonction f définie par

~ 1

fle) =5 (f(@)+ + fz)-), VoeR,

f(z)+ et f(z)- désignant les limites respectivement & droite et & gauche de f en . Ce développement
consiste a démontrer le résultat suivant.

Proposition 11.1 Soit f € C9,,(0,27), et r € (0,1). La série
ol f)+ D 1" (enlf)en + con(fle—n)
n>1

converge normalement sur R, et on note f,. sa somme. On a de plus les résultats qui suivent :
— f» converge simplement vers f sur R, quand r tend vers 1_

— side plus f est continue sur [0, 2], alors f, converge uniformément vers f sur R, quand r tend vers
1_.

Démonstration. Etape 1. Convergence normale de la série.

On fixe r € (0,1). On rappelle le lemme de Riemann-Lebesgue : les coefficients de Fourier de f tendent
vers 0. En particulier, la suite (¢, (f))nez est bornée, disons par M > 0. On a alors

[ (en(fen(x) + cn(fle—n(z))| < 2M7r", Vo e R,¥n e N.

En particulier, comme la série 2M g r" converge dans R puisque |r| < 1, la série
n>1

co(f)+ > 1" (en(f)en + conl(fle—n)

n>1
converge normalement, et on peut donc définir la somme f,. de sa série (car elle est & valeurs dans C, qui
est complet).
Etape 2. Introduction des noyauz de Poisson.

On cherche ici a exprimer f,. comme un produit de convolution. Soit donc € R. On a

—+oo

frlz) = % /_: f@t) dt + % Z r’ ( _: f(t)e el gt 4- _: f(t) et emin® dt) .

n=1

On rappelle que 'on raisonne & x fixé, et on pose
pa(t) =1 f (1) ("D 4 em) v e R,

de sorte que
f()—*1 /Trf(t)dtJr*1 +§Oo/ﬂ (t) di
r\Z _27T . 27Tn:1 _ﬂ'@n .

Ona,pourn € Nett € R, [p,(t)] < 2| f|l 7", et donc, toujours car |r| < 1, la série Z (©p, CONVETge Nor-
n>1

malement sur le segment [—, w]. D’apreés le théoréme d’interversion série-intégrale, puisque les fonctions

©n sont également continues, et donc intégrables sur [—, 7], alors on a

ij | eatvyae= [ (f mt)) dt,

—T n—
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et donc

1 [T =R .
fr(z) _ %/ f(t) (1 + Zrn (em(acft) +efm(:1:7t)> dt) )

- n=1

On reconnait alors le produit de convolution recherché : si on définit
+oo

Poa) =143 (e 4 o)
n=1

alors on a
fr(x) = f * Po(2).
On appelle les P, noyaux de Poisson, et on a en calculant la somme infinie
_ 1— 72
~ 1—2rcos(z) + 12’

P.(x)

En particulier, P, hérite de la parité du cosinus en x.
Etape 3. Approzimation de l'unité.

On va montrer que (P,),¢(0,1) vérifie trois axiomes qui font qu’elle est une approximation de 'unité
améliorée.

(i) P, est positif, pour tout r € (0,1).
Le numérateur de P, est bien positif. On étudie le dénominateur. On cherche donc le signe du
trindme 1 — 2X cos(z) + X? sur R. Son discriminant est A = 4(cos?(z) — 1) > 0, donc le trinome
est bien positif ou nul sur (0,1) (et méme strictement positif en étudiant le cas d’égalité).

(ii) P, est d’intégrale 27, pour tout r € (0, 1).
On prend simplement & cette endroit de la preuve f = 1. On a alors

{ co(f)=1
en(f) =0, VneZ*

Ainsi, on a
1 & 1 4
1= f-(0)=— t)P.(—t) dt = — P.(t) dt.
10 =5 [ roRna=o [ P
(iii) P, se concentre en 0.
Ici, on va montrer précisément
vé € (0, ) sup |P-(z)] — 0. (11.1)
z€(—m,—8)U(8,m) r—l-

On se donne donc § € (0,7). Comme 7 est positif et le cosinus décroissant sur [0, 7], on a pour
x € (§,m)
1 —2rcos(x) + 7% >1—2rcos(d) +r? > 0.

Par parité de P,, on en déduit

Po@)] <
sup - (z)] < ,
z€(—m,—8)U(8,7) 1 —2rcos(d) +r?

et en faisant tendre r vers 1, on déduit (11.1).

En plus de ces trois résultats, on déduit par parité de P., en utilisant (ii), le résultat suivant :

T 0
L pwya =2

1
=— | P(t)dt==. 11.2
27 Jo 2r . r(?) 2 (11.2)

Etape 3. Convergence simple vers la régularisée.

Soit # € R. On étudie la convergence de (f,(z)),e(0,1)- En utilisant (11.2), on remarque que pour
r € (0,1), on a

folz) = fz) = Poxflz)— % (f(@)y + flx)) par commutativité de x*
~ 0 7r
) -fa) = o ([ ROGE-0-f@ar [ ROGE-0- )
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On fixe alors € > 0. Par définition des limites f(x)y et f(x)_, il existe 6 = d(e) € (0,7) tel que

{ Vi€ (=6,0) |[f(x—1t)— f(x)s
vt e (0,0) |f(z—1)— f(x)-|

|<e
<e

On a alors, comme P, est positif (2.(i)), et en utilisant Uexpression précédente,

2T

B -5 0
fole) - )| < 1(/ RIS =) = fa)lde+ [ PO)1f 1) = fla)sde
o s
é T
+Alﬂﬂfw—ﬂ—f@>M#ﬁélﬂﬂvw—ﬂ—f@)wo~

Une nouvelle fois, la positivité de P, permet d’affirmer, en appliquant aussi le point 2.(ii) ainsi que (11.2),

1 0 € 0 € 0 €
o [ Plfe-n-s@rla< o [ Roda<s [ poas;
2 J_s 27 J_s 2 J_ 2
et de méme
L R0~ f) fd <
o Jo 7 * -t = g
De plus, on a
1 76
— Pot)[f(x—1) — f(x)+|dt <2(m = 0) |fll. sup Pr(z) <2m|f] sup Pr(z)
27 -7 z€(—m,—0) z€(—m,—8)U(d,m)

et de méme

1 T
o [ B f(z —t) = flx)-[dt <27 fll sup  Pr(x).
27 Js w€(—m,—8)u(d,m)
Ainsi, en se donnant grace a la convergence (11.1) un réel ro = r¢(0) = ro(e) € (0, 1), tel que pour tout
r € (rp,1) on a
sup P.(z) <e,
z€(—m,—8)U(d,m)

on obtient pour r € (rg,1)

fr(@) = f(z)] <e (T +47 ([ fllo0) -

On en déduit bien que f,.(z) tend vers f(z) quand r tend vers 1_.
Etape 4. Convergence uniforme vers f.

Le probléme vient ici du fait que 'on a raisonné dans toute ’étape 3 & x fixé, ce qui implique que § et
ro dépendent également de z. On doit donc s’affranchir de cette dépendance en utilisant un argument de
continuité uniforme. Ici, la périodicité de f nous sauve : pour démontrer le point (ii) de la proposition,
on suppose que f est continue sur [0, 27]; d’apres le théoréme de Heine, elle est y est donc uniformément
continue, et sa périodicité permet d’affirmer qu’elle est uniformément continue sur R. Cette fois, on
dispose donc de g = dg(e) > 0 tel que

Ve,y e R (Jz —y[ <do = |f(z) — f(y)| <e

On peut une nouvelle fois choisir de prendre dy € (0,7) (quitte a le diminuer), et donc on a cette fois par
la convergence (11.1) l'existence de 7y € (0,1) qui ne dépend cette fois plus que du réel ¢ tel que pour
r € (ro,1)
sup P.(z) <e.
z€(—m,—3d0)U(d0,m)
Un calcul presque identique & celui de 1’étape 3 donne alors

fr(@) = f@)| <e(I+4mfll),

mais cette fois-ci pour tout réel x, ce qui permet de conclure sur le point (ii) de la proposition.
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Chapitre 111

Algebre & Analyse

1 Constante de connectivité du réseau hexagonal

Lecons 190, 223, 230, 243(, 241)

Ref :

Ce développement s’inspire du travail que j’ai effectué pendant mon stage de Master 1, je n’ai donc
pas de référence disponible le jour de I’Agrégation pour les étapes 1, 2 et 5. En revanche, le théoréme de
Cauchy-Hadamard est démontré dans [EA11], et le lemme de Fekete dans [FGN09a].

On se donne un entier d > 1, et on se place sur le réseau Z¢ de R,

Définition 1.1 On appelle sommet tout élément du réseau Z%, et aréte tout segment reliant deux som-
mets.

Définition 1.2 On appelle chemin w de taille n > 0, ou n-chemin, les positions successives notées
(wo, -, Wy ) d'une marche aléatoire sur un réseau, partant de l'origine de R?. Si de plus la marche passe
au plus une fois par chaque sommet, on dit que la marche et le chemin sont auto-évitants. On appelle
aussi taille de w le nombre ¢(w) = n d’étapes effectuées.

On note ¢, le nombre de chemins auto-évitants de taille n sur le réseau hexagonal. On énonce le
théoreme qui donne la vitesse de croissance exponentielle de cette suite, dont on ne donne pas la preuve
compléte, qui prendrait bien trop de temps.

Théoréme 1.3 La constante de connectivité du réseau hexagonal est u = z;! = /2 + /2, ot z. est le
rayon de convergence de la série génératrice E cn2".

n>0
Démonstration.
Etape 1. Comportement asymptotique des chemins auto-évitants.

On montre va d’abord montrer que le nombre de chemins auto-évitants de taille n croit exponentiel-
lement vite, et on a méme pour tout n > 0

V2" <, <ol

— On construit un premier chemin auto-évitant, comme sur la figure 1.1, en suivant toujours l'aréte
qui va de gauche & droite sans changer 'ordonnée (en rouge), quand celle-ci est disponible, c¢’est-a-
dire une étape sur deux; et quand elle ne I’est pas, on prend au hasard 'une des deux possibilités
restantes (en bleu) : ainsi, on a un choix a faire entre deux possibilités toutes les deux étapes. Donc,

en tout, il y a ol3] possibilités. On en déduit que ’on a bien
e > V2"

— Pour le premier pas, on a toujours trois possibilités, qui sont les trois sommets adjacents a ’origine ;
ensuite, on a au plus deux possibilités, puisque pour qu’un chemin soit auto-évitant, il ne doit pas
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FIGURE 1.1 — Une borne inférieure du nombre de n-chemins auto-évitants

revenir sur ses pas, donc au plus deux des trois sommets adjacents (ceux dont on ne vient pas) sont
disponibles. Cela montre que ’'on a
cn <3-2"7h
Donc si elle existe, la constante de connectivité est comprise entre v/2 et 2.
Etape 2. Sous-mutliplicativité du nombre de chemins auto-évitants.

On va montrer que la suite (¢,)n>0 est sous-multiplicative :

Vn,meN chim < Cnlm. (1.1)

Soient n et m deux entiers. On se donne un chemin w de €, 4., et on le coupe au n-ieme sommet :
on définit alors deux chemins wy € Iy, et w;r € I',,, de la maniere suivante :

Vi € [[0,?1]] Wr; = W
Vie [0,m] wrri=wnti —wn

de sorte que w = wy o wyy. Si la concaténation de deux chemins auto-évitants n’est pas forcément un
chemin auto-évitant, la réciproque est vraie : en coupant comme on vient de le faire un chemin auto-
évitant, on obtient deux chemins auto-évitants. On le voit sur la figure 1.2b, ou 'on a coupé le chemin
qui va de a & c au point b, créant ainsi deux chemins auto-évitants, celui en rouge, et celui en orange. Cela
se démontre formellement : si pour deux entiers ¢ et j, on a wy; = wy,j, alors w; = wj, ce qui contredit le
fait que w est auto-évitant, donc wy 1’est nécessairement ; et le méme raisonnement par ’absurde montre
que wyy est lui aussi auto-évitant. On en déduit 'inégalité ensembliste suivante :

Qs C Ly X .

En passant au cardinal de ces ensembles finis, on déduit 'inégalité (1.1).

Etape 3. Lemme de Fekete.

Lemme 1.4 (Fekete) Soit (ay),>1 une suite de réels sous-additive au sens classique, i.e. vérifiant

Vn,meN apim < ap+ am.

a
Alors la limite de la suite (—n) existe dans [—o00,400), et elle est égale & la borne inférieure de la
n /n>1
suite : a a
lim — = inf —. (1.2)
n—oo M n—oo 1

On effectue une preuve de ce lemme en deux temps. On commence par fixer k£ € N, et on va montrer

lim — < — (1.3)
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wy =|wre + Wrr,3 =|wrs = Ws

(a) Concaténation de deux chemins auto-évitants

(b) Troncature d’un chemin auto-évitant

F1cURE 1.2 — Concaténation, troncature de chemins auto-évitants et nature des chemins créés

ou lim désigne la limite supérieure. On note A = max a,, et on se donne les deux entiers ¢ € N
1<r<k

et r € [1,k] (uniquement déterminés par division eugliaienne) tels que n = ¢k + r. On a alors par
sous-additivité n
an < qag +a, < 7 0k + Ay

A
On divise alors par n des deux cotés de 'inégalité, et on passe & la limite supérieure. Le terme ok

n
étant borné au numérateur (puisque k est fixé), il disparait a la limite en n, ce qui montre effectivement
l'inégalité (1.3).

On passe ensuite a la limite inférieure en k dans (1.3), ce qui permet de montrer que les deux limites,
supérieures et inférieures, sont égales. Ainsi, la limite existe, et en passant a la borne inférieure en k dans

a
(1.3), on montre qu’elle vaut bien inf —. De plus, cela montre que la limite ne peut valoir +oo.
n—,oo M

Etape 4. Régle de Cauchy et théoréme de Cauchy-Hadamard.

On se donne une suite de réels positifs (uy,),>0 et on consideére
L = lim(up,) %7
qui est réel ou égal a +o0.
— Supposons L < 1. On se donne a € (L, 1). 1l existe donc un nombre fini d’entiers n tels que ufi > q.

Donc pour n > N, o N est plus grand que tous ces entiers, on a u, < a™. Or la série > a,
converge, donc Y u,, aussi.

R 1
— A linverse, si L > 1, il existe une infinité d’entiers n tels que u,, > 1 (car us; > 1). La suite (up)n>0
ne tend donc pas vers 0, donc la série > u,, diverge grossiérement.

1y 1
On applique cela aux séries entieres : le rayon de convergence de la série g anz" est R = (hm a;{) .
n>0

Etape 5. Constante de connectivité et lien avec la fonction génératrice.

On va finalement démontrer 'existence de la constante de connectivité de la suite (¢p,)n>0, définie par

W= lim cﬁ. (1.4)

n—roo

On considere la suite (In(c,,)),~,, qui est, d’apres I’étape 2, sous-additive. D’apres le lemme de Fekete,

. In(cy,) o , _
la suite | ——= converge donc vers sa borne inférieure, que I'on note . De plus, on a pour tout
n
n>1
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. In(c
n > 1 toujours au moins un élément dans €2,,, ce qui montre que ¢, > 1 et donc que la suite <<n>
n
n>1
est & valeurs positives. Ainsi, sa limite est positive. Le fait qu’elle soit finie est une autre conséquence du
lemme. On pose alors p = e” > 1, et par composition des limites, on a bien
1

o= (1.5)

n—r oo

De plus, on déduit de ’étape 4 que 1’étude de la série génératrice Z ¢, 2" fournit la valeur de cette
n>0
constante, a partir de celle de z.. ([l

La fin de la démonstration consiste a utiliser différentes caractéristiques des chemins auto-évitants et
du réseau hexagonal pour déterminer la valeur de ce rayon de convergence. L’intérét est ici d’utiliser des
techniques d’analyse pour faire de la combinatoire et compter des objets, comme justement les chemins
auto-évitants.

Remarque.
— Au vu de la preuve du lemme de Fekete, rien de permet d’affirmer que la limite ne peut pas étre —oo.
D’ailleurs, c’est possible! Cela se voit en prenant a,, = —n?, qui donne bien une suite sous-additive,
a
mais la suite (—") est la suite (—n),>1, qui diverge vers —oo.
n /n>1 -
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2 Différentielle du déterminant

Lecons 152, 215

Ref : [Rou03] Exo 26 & Exo 94

Théoréme 2.1 Le déterminant est de classe C! sur M, (R), et sa différentielle est donnée par

VM, H € My(R) dpsdet(H) =Tr (*Com(M)H) .

Démonstration.

On munit M, (R) d’une norme quelconque, puisque les normes sont équivalentes. Le déterminant
étant polynomial sur M,,(R), il y est donc de classe C! (et méme C°).

Etape 1. Différentielle en Uidentité.

On note I la matrice identité de taille n. On se donne H € M, (R), et on note (A1, .., A,) ses valeurs
propres (complexes). On a alors pour ¢t € R

det(I +tH) = Hl +thi

-1 + tTr(H) + O(t?)
det(I+tH) = 1+4+tTr(H)+ o(t)
Par définition de la différentielle, on a donc dy det = Tr.
E’tape 2. Différentielle en une matrice inversible.

Soit M € GL,(R), et H € M,,(R). On se raméne au cas de I'identité :

det(M + H) = det(M(I+ M~1H)) car M € GL,(R)
= det(M)det(I + M~'H)
= det(M)(1+Tr(M~1H) + o] H|)) d’apres I’étape 1
det(M + H) = det(M)+ Tr(*Com(M)H) + o(||H||) car det(M)M~! =tCom(M)

Donc on a une nouvelle fois la formule souhaitée.
Etape 3. Conclusion par densité.

Les matrices inversibles forment un ouvert dense de M, (R). Or le déterminant est de classe C*,
donc sa différentielle est continue : comme ’étape 2 donne sa formule sur un ouvert dense, on peut la
prolonger par continuité & M, (R). Comme les applications qui associent respectivement & une matrice
sa transposée et sa comatrice sont elles aussi continues (car polynomiales), la formule obtenue est stable
par continuité : on a bien

VM, H € M,(R) dydet(H)=Tr (*Com(M)H) .
(I
Application 2.2 SL,(R) est une sous-variété de M,,(R) de dimension n? — 1, et son plan tangent en

M est donné par
TrSL,(R) = {H € M,(R), Tr(M~'H) =0} .

Démonstration. Tout d’abord, M,,(R) est isomorphe & R"2, donc on peut bien parler de "sous-variété de
M, (R)" comme quand on parle de "sous-variété de R™" . On définit I’application

GL,(R) — R ,
M — det(M)—1

qui est définie d’un ouvert de M,,(R) dans R. Le théoréme précédent montre que F' est polynomiale et
que sa différentielle en M € GL,,(R) est donnée par

VH € GL,(R) dyF(H) = det(M)Tr(M " H).

1. Ca permet de ne pas définir les variétés différentielles en elles-méme...
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En particulier, comme M est inversible, ¢’est une forme n-linéaire non nulle, donc surjective, ce qui prouve
que F est une submersion, et donc F~1({0}) = SL,(R) est une sous-variété de M, (R) de dimension
n? — 1. De plus, on sait que son plan tangent en M € SL,(R) est le noyau de la différentielle de F' en
M :

TrSLy,(R) = ker(dy F) = {H € M, (R), Tr(M~'H) =0} .
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3 Ellispsoide de John Lowner

Lecons 152, 158, 171, 219, 229, 253(, 150, 160, 191, 203, 215)

Ref : [FGNO09c| 3.37

On munit R™ de sa structure euclidienne usuelle. On note respectivement Q, QT et QT les ensembles
des formes quadratiques, quadratiques semi-définies positives, et quadratiques définies postives sur R™.
On note By, pour ¢ € Q7T la boule unité fermée de q :

B, :={z e R", ¢q(z) <1}.

Théoréme 3.1 Soit K un compact d’intérieur non vide de R™. Il existe une unique ellipsoide de volume
minimal, centrée en 0, contenant K.

Démonstration.

Comme les ellipsoides sont exactement les boules unité des formes quadratiques définies positives, ce
probléme revient & trouver un élément ¢ de Q1+ tel que B, soit de volume minimal parmi les boules
unités des éléments de Q1+ contenant K.

Etape 1. Volume de la boule unité et reformulation.
Soit ¢ € Q**. On calcule pour commencer le volume de B,, que l'on note V,. On se donne une
n n
base orthonormée (e, ..,e,) de R™ dans laquelle g(z) = Zaixf, pour tout x = Z%’@i, avec ar, .., dn

i=1 i=1
strictement positifs. On note D(q) = ay..a, le déterminant de ¢ dans n’importe quelle base orthonormée

de R™. On a alors
/ dxq..dx,
Bq

= / dzry..dx,,
a1z 4. +anz2 <1

dty..dt t;
= Lon par changement de variable z; = —

2+.+12 /D(q) Vai
Vo
D(q)

ou Vj désigne le volume de la boule unité pour la norme euclidienne. Ainsi, montrer le théoréme revient
A montrer qu’il existe une forme quadratique ¢ € @ qui maximise le déterminant parmi celles dont la
boule unité contient K.

Vq

Etape 2. Restriction a un convexre compact non vide.

On munit @ de la norme N définie par

Vge Q N(q):= sup |q(z)|.

llzll<1

On pose alors A = {g€ QT, Vo € K g(z) <1}. On va chercher & maximiser le déterminant sur ce
domaine.
— A est convexe car si g et ¢’ sont dans A, et A € [0, 1], A\g+ (1 — A)¢’ est semi-définie positive, et on
apour x € K
A(x)+(1=N¢(x) <A+1-A=1

— Soit (¢n)n>0 une suite d’éléments de A convergeant vers g € Q. Alors pour € R™, on a

lan (@) — (@) < N(gn — q) [lz]*.

On en déduit que g, (x) converge vers g(x). Mais comme g,, est définie, cette suite est positive, donc
q(z) est positive, ce qui signifie que ¢ est semi-définie positive. De plus, si  est dans K, la suite
(gn())n>0 est aussi majorée par 1, donc la limite aussi. Cela signifie que ¢ € A. Ainsi, A est fermé
dans Q.
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— Comme K est d’intérieur non vide?, on peut se donner a € K et r > 0 tels que la boule B(a,7)
soit incluse dans K. Soit ¢ € A. Si ||z|| < r, alors g(a +x) < 1 car a + = € B(a,r). De plus,
¢(a) = ¢(—a) < 1. On a alors

Va@) = Valz +a—a) < v/ala+ ) +/g(~a) <2

par inégalité de Minkowski. Ainsi, ¢(z) < 4. On en déduit que si |jz|| <1, on a

(@) = al2) = Sa(r) < .

<

4
Donc N(g) < — et A est bornée.
T

— Comme K est compact, il est inclus dans la boule fermée B(0, M), pour un certain M > 0, et donc
2
]
M2’
On a donc montré que A est un convexe compact non vide de Q3.

si g(x) = q est dans A. Donc A est non vide.

Etape 3. Stricte convezité logarithmique du déterminant.

Lemme 3.2 Soit A,B € S;F*(R) et A € (0,1). Alors on a

det(AA + (1 — \)B) > det(A)* det(B)'~*

)

avec égalité si et seulement si A = B.

Démonstration. Comme A € S;FT(R) et B € S;F(R) C S, (R), on peut appliquer le théoréme de pseudo-
réduction simultanée : il existe P € GL,(R) telle que A =! PP et une famille de réels (d;)1<i<, tels que
B =tPDP, ot D = diag(d;). Comme B € S;7*(R) les d; sont tous positifs strictement *. On a alors pour
Ae[0,1]

{ det(A)* det(B)'=* = det(P)?* det(P)> ) det(D)'—* = det(P)? det(D)*—*
det(AA + (1 — X\)B) = det(P)?det(A] + (1 — \)D)

On a alors

det(AM + (1 - M\)B

) > det(A)* det(B)'~
= det(A + (1 —

A
) ) > det(D)!=*
A

— H/\+(1—)\)di2<ﬁd,»>
— iln(A +(1=Nd;)>(1-=N\) iln(dl

i=1
Or la derniére ligne est vraie par concavité du logarithme. De plus, 'inégalité est stricte si et seulement
si I'un des d; est différent de 1 (par stricte concavité du logarithme), ce qui est équivalent & dire que

A+ B. O

FEtape 4. Mazimisation du déterminant sur A.

Comme l'application déterminant est continue, I’application

O — R
qg +~— D(q)

est continue sur le compact non vide A. Elle admet donc un maximum, en un point ¢y € A. De plus,

A contient comme on ’a vu la forme , qui est définie positive. Donc D(qo) est strictement positif,

et go € QT T. 1l existe donc un ellipso'l'de de volume minimal contenant K. Montrons qu’il est unique.

2. C’est le seul endroit ou I'on a besoin de cette hypothese.
3. Q est un espace vectoriel de dimension finie, donc ses compacts sont les fermés bornés.
4. Tout d’abord, ne pas confondre les d; avec les valeurs propres de B, P n’est pas orthogonale. Le résultat se montre
en fixant par ’absurde un d; négatif. On se donne X = P~ 1e;. On a alors
XBX ='e;De; =d; <0,

ce qui est absurde puisque B est définie positive.
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On se donne ¢ € A un autre maximum de D, on suppose par I’absurde que ¢ # ¢o. On note S, et Sg,
les matrices respectives de ¢ et gy dans la base canonique de R™ (qui sont donc symétriques définies
positives). Par stricte concavité logarithmique du déterminant, on a

D (qJ;%) — det (S‘JJ;Sq) > \/det(S,) det(Sy,) = /Dlao)? = D(ao),

ce qui contredit la maximalité de D(qg). Donc Dellipsoide obtenue est bien unique. ([l

On peut privilégier ’étape 1 ou ’étape 3 suivant la lecon : la marche a suivre est globalement de
démontrer I'étape 1 dans les legons d’algebre et 1’étape 3 dans les legons d’analyse. Si celui-ci ne figure
pas dans le plan, il peut étre bon de préciser que I’on admet le théoreme de pseudo-réduction simultanée
pour la démonstration de I’étape 3.
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4 Gradient a pas optimal

Lecons 162, 219, 226, 229, 233, 253(, 181, 215)

Ref : [HU09] Exos 1.9 & IL.8

Ce développement démontre la convergence d’une méthode d’approximation du minimum d’une fonc-
tionnelle, qui peut également servir a approcher la solution d’un systéme linéaire. On doit mentionner
dans le plan les résultats préliminaires, et bien stir présenter I’algorithme de gradient a pas optimal.

On fixe une matrice A € M,,(R) symétrique définie positive, b € R™ et ¢ € R. On pose alors, pour
reR”

Fla) = & (Avz) — (b.2) e

On cherche alors a minimiser la fonctionnelle f sur R". Comme f est strictement convexe et 1-coercive,
il existe une unique solution T € R™ & ce probleme, caractérisé par le fait d’étre I'unique solution du
systéme linéaire
Ar =0,
ce qui se démontre en étudiant les zéros du gradient de f.
Voici 'algorithme dont nous allons étudier la convergence.

Algorithme 4.1 (Gradient a pas optimal) On fixe (9 € R™. Pour construire récursivement la suite
(a:(k)) keN, on suppose les premiers éléments construits, et on pose

dp = —Vf(®)=b— Az(®
gkt = g(k) 4 trdy

ol t est 'unique réel (positif) minimisant la fonction ¢ — f(2(®) 4-tdy). On s’arréte quand on a atteint
un seuil de tolérance € > 0 fixé au préalable, c’est-a-dire quand HVf(m““))H < e.

Lemme 4.2 (Inégalité de Kantorovitch) Soit A € S;F*(R), A\; > .. > A, ses valeurs propres. On a

alors pour x € R™
2
4 — 1 )\1 )\n 4
2" < (Az,2) (A7) < 5 (\/)\nJr\/)\l) ]|

Démonstration. 11 suffit bien stir de montrer ce résultat pour les vecteurs de norme 1. Soit donc z € S*~1.
On se donne P € O, (R) tel que D = PA'P soit diagonale, avec les \; sur la diagonale. Via le changement
de variable y = Pz, il faut alors montrer ®

2
_ 1{ x )
< 1 < Z Mt ML
1 < (Dy,y) (D y,y>4<\//\n+\//\l>

On suppose que A n’est pas une homothétie (sinon il n’y a rien & démontrer), et on a donc A\; > A,. On
pose a; = y?2, de sorte que

(Dy,y) = Zai)\i =\
i=1
. Rt
(D7 'y,y) = ; .

1
ce qui signifie que ces deux quantités sont des combinaisons convexes respectives des \; et des X (puisque
i

n

1
Z a; = ||y||2 = 1). On consideére alors le graphe de la fonction inverse sur R, et on note M; = ()\i, )\>
i=1 g
les différents points du graphe correspondant aux valeurs propres de A. Le barycentre M de ces points,
associés aux coefficients «;, est alors dans le domaine D délimité par le graphe et la droite (M1 M,)
(voir figure 4.1). On considére alors les points M* et M,, qui ont la méme abscisse A que M et qui sont
respectivement sur la droite (M;M,,) et sur le graphe de la fonction inverse.

5. Comme P est orthogonale, y est toujours de norme 1.
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~ M est d’ordonnée (D~ 1y,y);

— M, est d’ordonnée

3

N

1 A
— M* est d’ordonnée — + — .

A1 A + A An
La convexité de la fonction inverse montre que 'ordonnée de M est plus petite que celle de M* et plus

grande que celle de M,, soit

1
(D~ ly,y) > T e (Dy,y) (D7 'y, y) > 1
—1 )\1 "‘)\n_X . —1 X()\1 +)\n _X)
(D~ 1y,y) < o be (Dy,y) (D 1y, y) < v W
w(A1 4+ Ap — u)

On fait une étude de fonction pour déterminer le maximum de u — . Celui-ci vaut

AAn

2
T/ +0\2 1/ A\, 1 N ,
= — _— _— 2 = — [— R

AlAn( 2 > 4(An+/\1+> 4<V>\n+\/>\1 !

ce qui permet de conclure.

M,

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o
|
|
|
|

A‘S )\7 : /\n

FIGURE 4.1 — Convexité dans le lemme de Kantorovitch

Théoréme 4.3 La méthode du gradient a pas optimal converge de maniére géométrique, la vitesse étant
c(A4) -1

reliée au conditionnement de la matrice A, donnée par ——=——.
c(A)+1

Démonstration.

Etape 1. Expression de t;, et de fazE+D),

On étudie la fonction fj définie sur R par

fr(t) = f(@® +tdy) = f(xy) +t <Ax(k) —b, dk> + g (Ady,, dy) .

On suppose di = b — Az®) non nul (sinon D’algorithme s’arréte). Comme A est définie positive et dy non
nul, fi est un polynéme de degré 2 avec coefficient dominant srtictement positif, et est donc minoré sur
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a2
R par sa valeur en t;, = </|1|dk|d> > 0. On en déduit la valeur de f(z*+1)
ky Ok
Ui
(k+1)y _ (k)y _ = . 4.1
FHD) = @) - STt (1)

On cherche & évaluer Pécart de f(2(®)) au minimum f de f, dont on sait qu’il vaut

T=f@ =5 (A7) +e

On a d’apres (4.1)

. _ I
Py T = (f(x(k)) - f) (1 T2y —7) <Adk,dk>> '

On observe alors que

(A7Ydy, dy) = (A71(b— Az®),b— Az®)
- )
(A7 dd) = 2 (S0 =T)

On a donc finalement

1 o B i)
Fla®t)y —F = (f(a:(’“)) - f) (1  (Ady, dy,) <A_1dk7dk>> .

Etape 2. Conditionnement et vitesse de convergence.
On introduit finalement le conditionnement de la matrice A :
A1
= N
Cette valeur est celle qui dirige la convergence de la méthode du gradient. On se donne k£ € N, et on

suppose que ’algorithme n’est pas encore terminé a I’étape k. On déduit de 'inégalité de Kantorovitch,
toujours avec di # 0 :

I || A1 M/ A c(A)
(Ady, di.) (A~ dy, di) (\/> \//\>1> (A1/An + 1)2 4(C(A)+1)2'

On déduit alors de la relation obtenue a la premiere étape que l'on a

st 7 (1o 7) (14 ) = 0 -7) (335)

On obtient finalement par récurrence

F®) ~F < () - 7) (E‘jﬁ;i)% (12)

On peut également exprimer la vitesse de convergence de la suite (z*)) : on a

= - (A@@® —2),2® —7)
fa®) =T 2 SAafa® -3

On déduit donc de (4.2)

(U0 () )

|+ ==

IN
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Remarque 4.4 On observe les phénomenes suivants, qui sont montrés sur la figure 4.2.

— On peut montrer que les directions successives dans lesquelles on se déplace sont orthogonales :
<dk,dk+1> - 0

— On observe ainsi que plus le conditionnement est proche de 1, plus la convergence est rapide. Le cas
optimal est donné par les homothéties, dont le conditionnement est 1, et pour lesquelles, en vertu
de (4.3), le minimum est obtenu dés la premiére étape. On est dans le cas ou les valeurs propres
sont identiques. Dans le cas n = 2, les courbes de niveau de f sont des cercles (figure 4.2a).

— Le cadre le moins favorable est celui ou les valeurs propres extrémales sont éloignées. Les courbes

de niveau sont alors des ellipses presque plates, et la convergence est beaucoup plus lente (figure
4.2b).

(a) Cas favorable

\
]
\
1

—dy = Vf(.r(g))

T
|
|
}
\
\
\

(b) Cas défavorable

FIGURE 4.2 — Premieres itérations de I’algorithme du gradient a pas optimal
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5 Lemme de Morse

Lecons 158, 171, 214, 215

Ref : [Rou03] Exo 114

On commence par donner une forme analytique de la réduction des formes quadratiques.

Lemme 5.1 (Réduction des formes quadratiques) Soit A € S, (R) inversible. Alors il existe un
voisinage V de A dans GL,(R) et une application p : V. — GL,(R) de classe C! telle que pour tout
MeV,ona

M = (M) Ap(M).

Remarque 5.2 En d’autres terme, M se raméne par changement de base C' & A. En particulier, toute

matrice assez proche de A a la méme signature que A.

Démonstration. L’application v : M —— ‘M AM est polynomiale, donc de classe C* sur M, (R). Calculons
sa différentielle en 'identité. On a pour H € M, (R)

_ _t ¢
(I, +H)—~(,) ='"HA+ AH + 'HAH ,
O(|lH]1?)

et donc comme A est symétrique
dvyr,(H) =(AH) + AH.

Le noyau de cette forme linéaire est formé des matrices M € M, (R) telles que AM est antisymétrique.

1
Elle est de plus surjective, car si H = §A_1M, onadyy, (H)=M.

On considére maintenant le sous-espace F' des matrices telles que AM soit symétrique. Comme M., (R)
est somme directe de A, (R) et S, (R), F' est un supplémentaire de ker(dyy,). De plus, I,, € F'. On note
1 = 7|r, de sorte que la différentielle dir, est bijective. D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe
un voisinage U de I'identité dans F tel que v soit un C'-difféomorphisme de U sur V = ¢(U). Quitte
a restreindre U et V, on suppose que U est inclus dans Pouvert GL,(R) de M, (R). Ainsi, V est un
voisinage ouvert de ¢(I,,) = A = v(I,,), et pour toute matrice M de V, on a

M = "p(M)Ap(M),

olt p =1~ est de classe C'. ]
On se donne maintenant un ouvert U de R™ contenant ’origine, et une application f : U — R de
classe C3. On suppose que 0 est un point critique quadratique non dégénéré de f, c’est-a-dire que dfy est

la forme linéaire nulle et d?fy est une forme quadratique non dégénérée sur R™, dont on note (p,n — p)
la signature.

Théoréme 5.3 (Lemme de Morse) Il existe un C''-difféomorphisme entre deux voisinages de 1’origine
dans R™ tels que ¢(0) = 0 si et seulement si

F@) = £(0) = @1(2)? + - + ¢p(2)* = opy1(2)® =+ — pn(2)”.
Démonstration. On écrit la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2 en 0 pour f :
1
f(z) = f(0) = / (1 —1t)d® fra(z,z) dt. (5.1)
0

On note alors H f(tx) la matrice hessienne de f en tz, et on définit la matrice symétrique

Q) = / (1 — tyHf(ta) dt,

de sorte que (5.1) se réécrit

f) = £(0) = 2Q(z)a.
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1
Comme f est de classe C3, Q est de classe C'! sur U. Comme Q(0) = 5?—[ £(0) est symétrique et inversible

(puisque d?fy est non dégénérée), on peut appliquer le lemme de réduction des formes quadratiques : il
existe un voisinage V' de Q(0) et un changement de variable p : V. — p(V) tels que, pour M € V, on a

M = ‘p(M)Q0)p(M).

Or Q est de classe C1, donc au voisinage de 0, Q(x) € V. On peut donc définir I'application P = po Q
de classe C'! au voisinage de 0 dans R™, & valeurs dans GL,,(R), de maniére & avoir

Q(z) = "P(2)Q(0) P(x).

Ainsi, en posant y = P(x)x, on a sur ce voisinage de 0

f(z) = f(0) =Q(0)y.

Or Q(0) est de signature (p,n — p), donc il existe un changement de variable linéaire A tel que

1
t ].
AQ(0)A = 1
-1
On pose alors ¢(z) = A~y = A7 P(x)x, qui est bien une fonction de classe C* telle que ¢(0) = 0. On
a alors
fl@) = £(0) = %Q(0)y
1
¢ 1
= ‘() _1 ¢(z)
-1
f@) = f0) = @1(x)® + -+ op(a)? = pppr()® =+ = on(2)%

De plus, on a
p(h) = AT P(h)h = AT P(0)h + o(||h]]),

donc la différentielle de o en 0 est A=1P(0) qui est inversible. D’apreés le théoréme d’inversion locale, ¢
est donc un C'-difféomorphisme entre deux voisinages de 0 dans R™. (]

Comme toujours, il est important d’avoir en téte des applications de ce développement. Dans [Rou03],
quelques exercices donnent des interprétations du lemme de Morse en terme de position relative d’une
surface et de ses plans tangents (’exercice 111 par exemple). Je présente ici un autre résultat, démontré
avec la preuve du lemme de Morse dans [BB18]. On considére toujours la méme fonction f, dont la
hessienne en 0 est supposée définie positive (donc de signature (n,0)). On considere le systéme différentiel

X=Y
Y = —Vf(X)
ol X est a valeurs dans U et Y dans R™. On peut alors montrer en utilisant le changement de variable

donné par le lemme de Morse pour montrer que 0 est un équilibre stable non asymptotiquement stable
de ce systéme.
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6 Meéthode QR pour les valeurs propres

Lecons 157, 162, 233

Ref : [Cia90] 6.3

Ce développement consiste & démontrer une méthode de calcul des valeurs propres d’une matrice. Elle
englobe des cas plus généraux que la méthode de Jacobi par exemple, qui ne fonctionne que pour des
matrices symétriques, et elle est (dans ces cas-1a) au moins aussi efficace que celle-ci.

Théoréme 6.1 Soit A € GL,,(C) une matrice dont les valeurs propres sont échelonnées en degré; on les
note A1, .., A\, et on peut donc supposer

[A1] > .. > [An] > 0.

On se donne aussi la matrice P € GL,(C) telle que A = PDP~! avec D diagonale avec coefficients
\i (rangés dans I'ordre). On suppose que P~! admet une décomposition LU. Alors la suite de matrices
(Ag)k>1 définie par

A=A
{ Ak11 = RiQyp en notant A = Qi Ry la décomposition QR de Ay, Vk > 1
converge vers une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

Aoy A de A

Remarque. On rappelle que 'on dit que M € GL,,(C) admet une décomposition LU s’il existe L trian-
gulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U triangulaire supérieure telles que M = LU. C’est vrai
si les mineurs principaux de M sont non nuls.

Démonstration.
Etape 1. Deux identités matricielles®

On note, pour tout entier k > 1,

Q(k) = Q1..Qk

R®) := Ry,.R,
On a alors une premiére identité qui donne la décomposition QR de A*

Ak = QW R®), (6.1)
En effet, on a

AR = (Q1R)* = Q1(R1Q1)" 'Ry = Q1 AY 'Ry = Q1Q2(R2Q2)  ?RoRy = .. = Q1..Qx Ry... Ry,
d’ou le résultat. On montre également par récurrence le résultat suivant :
A1 = QW AQ™) (6.2)

Pour k=1, on a bien Ay = R1Q1 = Q1 Q1 R1Q1 = Q7AQ1, et si k est un entier plus grand que 1, on a
bien

Agro = Ripy1Qi1 par définition de la suite (Ag)g>1
= QZHQkHRkHQkH car Q41 est unitaire
= Qi1 Ak+1Qk11
= Q,*CHQ(’“)*AQ(’“)Q;C_H par hypothése de récurrence
Ao = QUFDxAQK+D)

Etape 2. Une autre expression de la décomposition QR de A*.

On cherche ici & donner une autre expression des matrices Q%) puisque l'on voit via (6.2) quelles
vont diriger le comportement asymptotique de la suite (Ag)r>1. Pour cela, on utilise l'unicité de la
décomposition QR : trouver une "autre" décomposition de A* que celle donnée par (6.1) nous donnera
par unicité une autre formule pour Q). On note alors P = QR la décomposition QR de P (existe car

6. Sil’on a peur de manquer de temps, on peut simplement évoquer que la premiére se montre par un calcul direct et la
seconde par récurrence.
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P est inversible) et P~! = LU la décomposition LU de son inverse, dont I’existence fait I’objet d'une
hypothése du théoreme. Comme A est inversible, D I'est aussi et son inverse est la matrice D~! diagonale
a coeflicients )\;1. On a alors

A¥ = PD*P~! = QRD*LU = QR(D*LD~*)D"*U.
Mais on a pour tout (4,5) € [1, n]?

0 sit<yj
1 sii=j

AN
()\]> Lij sii >

Mais comme |X\;| < |Aj| si ¢ > j, cette matrice tend vers I'identité. Ainsi, par continuité du produit
matriciel, RD* LD~*R~! converge aussi vers I'indentité. Comme cette matrice est inversible, elle admet
une décomposition QR, que I'on note Oy T}, et comme la décomposition QR est un homéomorphisme ”,

Oy, et Ty convergent vers l’identité. De plus, on rappelle que ’on a maintenant

(D*LD™*);; =

A¥ = QO T, RD"U.

Le facteur QOy, est unitaire puisque @ et O le sont. Le second facteur T, RD*U est bien triangulaire
supérieur, mais ses coefficients diagonaux peuvent étre non réels strictement positifs 8. Cependant, si I’on
note Oy, la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les e~1% | ot les 0; sont les arguments
des coefficients diagonaux de T, RD*U, on en déduit que (QO,0;)(04T,RD*U) est la décomposition
polaire de A*. Donc, par unicité, on a

Q™ = Q0.6
Etape 3. Convergence de la suite (Ag)k>1-

On a maintenant, en utilisant le résultat de 1’étape précédente avec (6.2) :
Apt1 = 0;0;Q" AQOBOy.
Or on rappelle que A = QRDR™'Q ™!, donc on en déduit
Ay = ©;0;RDR™0,,6y.

Or RDR™! est triangulaire supérieur avec coefficients diagonaux égaux & A; ?. Ainsi, par continuité de la
mutliplication matricielle et comme les Oy sont unitaires et convergent vers 'identité, la suite définie par
DW) := O RDR™' Oy tend vers cette méme matrice. Or Ay, = O D® Oy, et comme Oy, est diagonale
4 coefficients diagonaux de module 1, Ay, a bien les mémes coefficients diagonaux que D*). En passant
a la limite, on voit que Ay tend bien vers une matrice triangulaire supérieure de la forme voulue. O

7. La démonstration similaire a celle du fait que la décomposition polaire est homéomorphisme, présentée dans le déve-
loppement 1.6.

8. On rappelle que la décomposition QR donne l'unicité en ajoutant la condition de diagonale strictement positive
seulement pour R. Si ses coefficients diagonaux peuvent étre quelconques, il existe une infinité de décompositions possibles.

9. Les i\z sont toujours triés par module décroissant. Cela se voit en faisant le calcul explicite des coefficients diagonaux
de RDR™.
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7 Théoréme de d’Alembert-Gaufl

Lecons 144, 204(, 214)

Ref : [GT96]
Ce développement consiste a démontrer le théoreme fondamental de 1’algebre.

Théoréme 7.1 (D’Alembert-Gaufl) Le corps C est algébriquement clos : tout polynéme non constant
de C[X] admet une racine.

Démonstration. Pour obtenir ce résultat, on va montrer que tout polynéme non constant de C[X] est
surjectif, et donc que 0 admet en particulier un antécédent. Cette démonstration utilise des résultats de
connexité. On se donne P € C[X] non constant, et on appelle S 'ensemble des racines de P’. Alors S est
fini (puisque tout polynéme posséde un nombre fini de racines) et donc P(S) aussi. On définit également

Q= P(C)\P(S)
{ L = C\P(S)

On va montrer que Q et L sont les mémes ensembles. On en déduira alors que P(C) = C, et donc que P
est surjectif.

Etape 1. Connezité de L.

On va montrer que L est connexe en montrant qu’il est connexe par arcs. On se donne a et b dans L.
On définit pour un point z de C I’ensemble D, des droites du plan complexe (assimilé & R?) passant par
z. En particulier, comme D, est en bijection avec [0,7), c’est un ensemble infini, et comme P(.S) est un
ensemble fini, il existe pour tout z € I une droite de D, ne passant par aucun point de S. On se donne
donc A, € D, et Ay € Dy, deux droites passant respectivement par a et b et ne passant pas par P(S)
(voir figure 7.1). On se donne un réel R > 0 tel que la boule centrée en l'origine et de rayon R, notée
B(0, R), contienne P(S) U {a,b} (R existe car cet ensemble est fini). Comme A, et A, sont des droites
passant par l'intérieur de B(0, R), elles coupent toutes les deux le disque 9B(0, R) en deux points. On
en choisit un pour chacune, que 'on note respectivement a’ et b’. Alors le chemin [a,a’] UC U [/, ], on
[21, z2] désigne le segment reliant z; & zo dans C, et C 'un des deux arcs de cercles reliant a’ & b’ sur
0B(0, R) forme, comme on le voit sur la figure 7.1, un chemin continu de a & b ne passant par aucun
point de P(S5), c’est a dire inclus dans L. Donc LL est connexe.

Etape 2. Q est ouvert dans L.

On se donne x € Q. Alors en partculier, z est dans I'image de P, et on peut donc se donner z € C
tel que P(z) = x. Comme z n’est pas dans P(S), P’(z) est non nul. On en déduit que c¢’est un élément
inversible de C. On applique a P le théoréme d’inversion locale en z : C est un Banach, et P une
application polynomiale donc de classe C! de C vers C, et P’(z) est inversible dans C. On en déduit qu’il
existe un ouvert U, autour de z dans C et un voisinage U, autour de x = P(z) dans C tel que P soit un
Cl-difféomorphisme de U, vers U,. En particulier, U, est inclus dans P(C). On en déduit que U, NL est
inclus dans P(C) N L = Q. Donc € est ouvert dans L.

Etape 3. Q est fermé dans L.

On se donne une suite (x,)pen d’éléments de 2 qui converge vers un élément x € L. On va montrer
que z € §2. Comme pour n € N, z,, est dans 2, on peut se donner un élément z,, € C tel que P(z,) = .
Or les fonctions polynomiales sont propres :

lim |P(z)] = +oo.
|z| =400
On en déduit, comme la suite (P(2p))nen = (Tn)nen est bornée car convergente dans L, que la suite
(zn)nen Vest aussi. Donc, par théoréeme de Bolzano-Weierstraf, il existe une extractrice ¢ et un complexe

z tels que

— Z.

L’O(n) n——+oo

Par continuité de la fonction polynomiale P, on en déduit que

P(Zw(n)) — P(Z)

n—-+oo

Or cette suite est aussi la suite (2y(n))nen, qui converge vers x, donc par unicité de la limite, on a
x = P(z). On en déduit que z est dans Q. Donc Q est fermé dans L.
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FIGURE 7.1 — Construction d’un chemin entre deux points de LL

Etape 4. Conclusion.

L étant connexe, et Q ouvert et fermé dans I, on a Q = () ou Q = L. Or comme P est non constant,
P(C) est infini, et donc comme P(.S) est fini, Q n’est pas vide. Donc Q =L, ce qui permet de conclure.

O
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8 Théoréme de Kalman

Lecons 221(, 151)

Ref : [Tré05] I1.1 Th 2.2

Ce développement s’intéresse a la controlabilité d’une équation différentielle linéaire. On considere
I’équation

z'(t) = Az(t) + Bu(t) (8.1)

ou

— 2 € C9[0,T],R™) est I'inconnue

- A e M,(R) et B € M, ,(R) sont des données fixées

— u € C°[0,T],R™) est une donnée variable appelée controle du systeme.
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz affirme que le probléme

{ z’((t)) ::ﬁ)x(t) + Bu(t) (8.2)

associé a toute donnée initiale o € R™, admet une unique solution z.

Définition 8.1 On dit que I'équation (8.1) est contrélable en temps T si pour tout couple (xg,xy)
d’éléments de R™, il existe un contréle u € CY([0,T],R™) tel que la solution du probléme (8.2) associé
vérifie z(T') = xy.

Théoréme 8.2 (Kalman) Le systéme (8.1) est controlable en temps T si et seulement si la matrice de
Kalman K qui lui est associée, définie par

K=(B|AB|--- |A"'B ) € My mn(R),

est de rang n.

Remarque. On remarque que la CNS ne dépend pas du temps 7', donc le systéeme est soit controlable en
tout temps, soit jamais contrélable.

Démonstration. La démonstration est basée sur le lemme suivant, qui établit une caractérisation du fait
que la matrice de Kalman est de rang maximal.

Lemme 8.3 K est de rang n si et seulement si ’application
®:|C%%o,T],R™) — R"
T
u — / eT=Y4 Bu(t) dt
0

est, surjective.

Etape 1. Sens réciproque du lemme par contraposée.

On suppose que K est de rang strictement inférieur a n, c’est-a-dire que K n’est pas surjective, et
donc que 'orthogonal de son image contient un élément v € R™ non nul. On a donc

Yy e R™ (v, Ky) ='vKy = 0.

Ainsi, I'application K, qui est une forme linéaire sur R™", est nulle. En développant le produit matriciel,
on a donc

K= ("B ‘ wAB ‘ ‘%A”*B ) =0.

On en déduit que pour tout k € [0,n— 1], wA* B est la matrice nulle. Or le théoréme de Cayley-Hamilton
fournit une écriture de A™ comme combinaison linéaire des A*, pour k € [0,n — 1]. Donc on a également
WA"B = 0, et par récurrence c’est donc vrai pour tout k € N. Ainsi, on a pour tout réel ¢ > 0 et pour
tout N € N

Nk Ak

Ztv x B=0.

k=0
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Ainsi, en factorisant par v, et en passant a la limite quand N tend vers I'infini, par continuité du produit
matriciel, on obtient
et B =0.

Ainsi, en se donnant un contréle u € C°([0, T], R™) et un réel t € [0,T], on a tweT =94 Bu(t) = 0, ce qui
s’integre en
(v, ®(u)) =" v®(u) = 0.

On en déduit que v est un élément non nul de 'orthogonal de 'image de ®, et donc que ® n’est pas
surjective.

Etape 2. Sens direct du lemme par contraposée.

On suppose cette fois que @ n’est pas surjective, et donc on se donne un élément w € R™ non nul
dans ’orthogonal de son image :

T
Vu € CO([0,T],R™), 'wd(u) = / tweT=Y4 Bu(t) dt = 0.
0

On choisit
w:l|[0,7] — R™ )
t N t(t,w o(T—1)A B)

qui est un élément de C°([0, T],R™), et on obtient alors

T T
0= / o™= Bu(t) dt — / lu(t)] dt.
0

0

Ainsi, on en déduit
vie [0,T], ‘weT 4B =0.

En particulier, en spécialisant en t = T', on obtient ‘w B = 0. De plus, les deux membres de cette expression
sont en fait de classe C>. En la dérivant k fois, pour k € [0,n — 1], on obtient w A* B = 0. On en déduit
donc que la matrice wK est nulle. Ainsi, on a

Yy € R™, (w, Ky) ='wKy =0,
et donc w est un vecteur non nul de 'orthogonal de 'image de K. Donc K n’est pas surjective, et donc
elle est de rang strictement inférieur a n.
Etape 3. Equivalence entre controlabilité et surjectivité de ®.

Il reste & montrer que le systéme (8.1) est controlable si et seulement si I'application ® est surjective.
C’est une application directe de la formule de Duhamel : ici la résolvante s’écrit R(t, s) = elt=2)4 et donc
si x vérifie (8.2), on a

T
z(T) = el o + / e(T—1)A Bu(t) dt = e gy + D (u).
0

Donc le systéme est controlable en temps 7 si et seulement si x; — eT4 2o admet un antécédent par ®
pour tout (zg,zs) € (R™)?, ce qui est équivalent & la surjectivité de ®. O
Remarque.

— Plusieurs controles peuvent bien sfir permettre de passer de x¢ & xy en temps T, puisque le noyau
de ® est de dimension infinie.

— On peut demander que les controles soient mieux que continus : il suffit de pouvoir prendre le u
définit a I’étape 2 comme contrdle, donc comme celui-ci est de classe C'°°, la preuve fonctionne
toujours en demandant que les controles soient de classe C'*°.

Ezemple. On considere les deux systemes d’équations suivants

¥=z+u Y =x+u
y =z Y=y
. . . 10
On voit que le systéme de gauche (resp. droite) est sous la forme (8.1) avec A = 1 0 (resp. A =

<1 0)) et B= <(1)) Ainsi, dans le premier cas, la matrice de Kalman est K = <

11
0 1 ) de rang 2, donc

0 1
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1 1
0 0
le systéme n’est pas contrdlable. Ce résultat rejoint Iintuition, puisque 'on se dit que dans le premier
cas, puisque y "dépend de z", on peut controler x et y en faisant varier u, alors que dans le second, y est
indépendant de = et donc le contrdle de v n’intervient pas sur y.

le systéme est contrdlable, alors que dans le second cas, elle est égale a K = de rang 1, et donc
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