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Introduction

Ajouter a un espace vectoriel de dimension finie une structure euclidienne permet d’obtenir un
grand nombre de nouvelles propriétés sur cet espace et surtout sur ses endomorphismes, auxquels on
porte un grand intérét puisque c’est eux qui agissent sur I’espace. C’est pourquoi il est important, en tant
que futur enseignant ou chercheur, d’étudier les résultats que la structure euclidienne apporte sur I’étude
des endomorphismes en dimension finie.

Ce mémoire présente dans un premier temps les notions d’orthogonalité et d’endomorphisme ad-
joint qui découlent du produit scalaire, puis il donne un panorama des résultats les plus importants qui
se déduisent de ces outils. Les transformations remarquables qui sont étudiées permettent notamment
d’obtenir deux types de théorémes, des théoremes de décomposition et des théoremes de réduction :
démontrer que ’on peut décomposer les endomorphismes généraux d’un espace euclidien en "briques élé-
mentaires" que sont les différents types d’endomorphismes normaux, puis donner les formes typiques que
prennent ces endomorphismes remarquables, permet ainsi de décrire les transformations qui s’appliquent
a lespace dans leur globalité.

La place donnée dans ce mémoire aux endomorphismes inversibles, trigonalisables, diagonalisables
et autres, que I'on peut légitimement qualifier de "remarquables", est limitée, de par le fait que je me
concentrerai sur les endomorphismes dont les spécificités découlent directement de la structure euclidienne
ajoutée a l’espace vectoriel. Je donnerai également c¢a et 1a des idées de preuves de résultats qui me
semblent importants, en plus de la démonstration des deux développements que j’ai choisi de présenter
pour cette lecon.
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Plan détaillé pour la lecon 160

Cadre : On se place dans un espace euclidien (F, (-, -)), c’est-a-dire que E est un R-espace vectoriel
de dimension finie n, et (-,-) un produit scalaire sur E. On note L(E) l'espace des endomorphismes sur
E.

I Structure euclidienne sur un espace vectoriel

On commence par rappeler les premiers objets et propriétés qui apparaissent quand on ajoute la
structure euclidienne sur un espace vectoriel de dimension finie.

1 Produit scalaire et base orthonormée

Définition 1 Si A est une partie de E, on appelle orthogonal de A le sous-espace vectoriel de E donné
par
At :={r € EVac A (a,z) =0}.

Exemple 2 E+ = {0} et {0} = E.
Proposition 3 Soit F' un sous-espace vectoriel de F. On a

(i) E=FeoF+.
(i) FL+=F.

Définition 4 Une base orthogonale (eq, .., e,) de E est une base formée de vecteurs orthogonaux deux &
deux, c’est-a-dire vérifiant
Vi,je[l,n] i#j= (e;e;)=0.

Si de plus les e; sont de norme 1, on dit que la base est orthonormée.
Les deux résultats qui suivent sont les plus importants de cette section : il est toujours agréable de

travailler avec des bases orthonormées, puisque celles-ci permettent de projeter "facilement" (par rapport
a une situation ot I'on n’a pas de structure euclidienne).

Théoréme 5 Tout espace euclidien EF admet une base orthonormée. En particulier, F s’identifie a

(Rna <'7 >)

Théoréme 6 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) On peut construire une base orthonormée
de E a partir de toute base de F.

Exemple 7 On munit 'espace Ry[X] des polyndomes de degré inférieur & 2 du produit scalaire défini par

VP,Q € Ro[X] (P,Q) = \/% /}Re*% P(2)Q(x) da.

Alors I'orthonormalisée de la base canonique (1, X, X?2) de Ry[X] est (1, X,

(X2 - 1)).

Sl



Lecon 160 II Etude des endomorphismes orthogonaux

Définition 8 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle projecteur orthogonal sur F' (noté pr) la
projection sur F parallelement & F'-, et symétrie orthogonale par rapport & F la symétrie associée, que
l'on note sg. Si (e;);cr est une base orthonormée de F', on a

Vee E pp(x)= Z (x,e;) €.
il
Proposition 9 Avec les notations de la définition, on a

Vee B dx,F) = inf |z —y| = ||lz — pr2)] .
yeF

2 Adjoint d’un endomorphisme

On introduit maintenant la notion d’adjoint, qui offre une vision dualiste de la théorie des endo-
morphismes, ce que I'on ressent notamment dans les propositions de la fin de cette section.

Définition 10 Soit u € L(E) un endomorphisme. Alors il existe un unique endomorphisme u* € L(E),
appelé adjoint de u, tel que

V(Z‘,y) GEQ <U(]}),y> = <xaU*(y)>
De plus, si (e;)1<i<n est une base de E, et si A est la matrice de u dans cette base, alors la matrice de
u* dans cette base est 'A.

Exemple 11 Si A € M, (R) vérifie 'YAA = 0, alors A est nulle.

Application 12 L’adjoint se généralise au cas d'une application linéaire f entre deux espaces euclidiens
E et E'. Si f est injective, on peut définir I'inverse généralisée de f par f := (f* o f)~! o f* et montrer
a l'aide du projecteur orthogonal sur Im(f) que la solution des moindres carrés de I’équation

fx) =0,

’est-a-dire le vecteur 2o € E qui minimise la norme ||f(z) — b|| sur E, est donnée par zo = f(b). Dans
le cas inversible, le systéme est compatible et f = f~!, ce qui donne la solution habituelle du systéeme
linéaire.
Proposition 13

(i) L’application u — u* est linéaire et involutive, i.e.

Yue L(E) u™* =u.

(ii) Id* =1d.

(iii) Pour tout couple d’endomorphismes (u,v) € L(FE)?, on a (uov)* = v* o u*.

(iv) Le rang et le déterminant sont conservés par le passage a 1’adjoint.

Proposition 14 Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F'- est stable par u*.

Démonstration. On donne la preuve de ce résultat élémentaire qui, avec 1'aide d’hypotheses supplémen-
taires sur I’adjoint comme on en aura dans les parties suivantes, permettra de déduire des propriétés de
stabilité qui sont a la base des théoremes de réductions présentés dans cette lecon.

On veut montrer que F* est u*-stable. On se donne donc z € F+ et y € F. On a

(u(x),y) = (z,u(y)) =0
puisque y € F (et donc u(y) € F, par stabilité), et z € F. On en déduit que u*(z) € F*. O

II Etude des endomorphismes orthogonaux

Dans cette partie, on étudie les transformations de E qui préservent le produit scalaire qui est a
la base de la structure euclidienne. On commence par décrire la structure de groupe que l'on peut mettre
sur leur ensemble, avant de donner des propriétés topologiques et algébriques plus poussées. Enfin, on
étudiera le cas des petites dimensions, qui sont tres visuels puisqu’ils correspondent aux transformations
que l'on observe dans le plan et dans 'espace (rotations et symétries), avant de généraliser cette étude a
la réduction de ces endomorphismes en dimension quelconque.

Brieuc FRENAIS 4 ENS Rennes - Université de Rennes 1



Lecon 160 II Etude des endomorphismes orthogonaux

1 Groupe orthogonal

Définition 15 On dit quun endomorphisme u € L(E) est orthogonal s’il préserve le produit scalaire :

Ve,y e B (u(z),u(y)) = (2,9) .
On note O(F) le sous-ensemble de L(FE) des endomorphismes orthogonaux.

Proposition 16 Soit v € L(E). Il y a équivalence entre les énoncés suivants :
(i) u est orthogonal.
(ii) w préserve la norme, i.e. ||u(z)|| = ||z| pour tout z € E.
(iii) v* ou =wuowu* =1Id.
)

(iv) Si A est la matrice de u dans une base orthonormée de E, alors 'AA = A'A = Id.

Remarque 17 On note O, (R) ensemble des matrices vérifiant la relation donnée en (iv), de sorte que
O(R"™) est isomorphe via la donnée d’une base orthonormée a O, (R).

Exemple 18 Les isométries vectorielles de R? et R® (rotations et réflexions) sont des endomorphismes
orthogonaux, tout comme les symétries orthogonales. De plus, une homothétie est orthogonale si et
seulement si elle est de rapport +1.

Contre-exemple 19 Les projecteurs orthogonaux (sauf 'identité) n’en sont pas.

Proposition 20 Soit u € O(E). Alors ses valeurs propres réelles (si elles existent) sont dans {+1}, et u
est de déterminant +1. En particulier, O(E) est un sous-groupe de GL(E).

Corollaire 21 O, (R) contient la matrice identité, et est stable par produit. De plus, ¢’est un sous-groupe
de GL,(R).

Remarque 22 Vu comme matrice a coefficients complexes, A € O,(R) peut avoir d’autres valeurs
propres : elles vérifient cependant toutes |[A| = 1.

Définition 23 Si u € O(F) est de déterminant 1, on dit que w est direct, et sinon, qu'il est indirect. On
note SO(FE) le sous-ensemble de O(FE) des isométries directes, et O~ (E) celui des isométries indirectes.
On introduit aussi le groupe spécial orthogonal SO, (R) des matrices de O, (R) de déterminant 1.

Remarque 24 En tant que noyau d’un morphisme de groupes, SO(E) (resp. SO, (R)) est un sous-groupe
distingué de O(E) (resp. O, (R)).

Proposition 25 Un endomorphisme est orthogonal si et seulement s’il transforme une base orthonormée
de E en une base orthonormée de E si et seulement s’il transforme toute base orthonormée de E en une
base orthonormée de F.

Théoréme 26 (Décomposition de Householder) Toute matrice A € GL,(R) s’écrit sous la forme
A = QR ou Q est orthogonale et R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs.

Plusieurs algorithmes permettent d’obtenir cette décomposition QR. On peut notamment citer ’al-
gorithme de Givens, qui utilise astucieusement les rotations planes pour faire apparaitre des zéros sous
la diagonale, ce qui fournit une méthode plus stable que celle de Schmidt (qui consiste simplement &
appliquer algorithme de Gram-Schmidt aux colonnes de A). Cette décomposition a de nombreuses ap-
plications. En particulier, elle permet d’obtenir une méthode d’approximation des valeurs propres
d’une matrice réelle (ou complexe) : la suite construite en itérant & partir de A € GL,(R) et en prenant
a chaque étape Ai11 = RipQk, ou Qk Ry est la décomposition de Ay, converge sous les bonnes hypotheses
vers une matrice triangulaire ayant sur sa diagonale les valeurs propres de A.

2 Quelques remarques topologiques et algébriques

On essaie ici de fournir un éventail des propriétés des groupes orthogonaux et spéciaux orthogonaux.
On verra que ces propriétés permettent notamment d’obtenir des résultats intéressants sur le corps des
quaternions, et réciproquement.

Brieuc FRENAIS 5 ENS Rennes - Université de Rennes I




Lecon 160 II Etude des endomorphismes orthogonaux

Proposition 27 O, (R) et SO, (R) sont des sous-groupes compacts de GL,, (R). De plus, tout sous-groupe
compact maximal de GL,,(R) est conjugué a O, (R).

Proposition 28 SO, (R) est connexe par arcs. O, (R) admet SO, (R) et O;, (R) (qui est homéomorphe
a SO, (R)) comme composantes connexes.

Démonstration. Pour montrer que SO,,(R) est connexe par arcs, le plus simple est d’utiliser le théoréme
de réduction des endomorphismes orthogonaux (théoréme 41) que 'on verra plus tard. On va ici montrer
la connexité de SO, (R) sans utiliser ce théoreme.

On utilisera deux résultats de topologie dont on donne ici les énoncés avec les hypotheses utilisées
dans cette preuve, méme si ceux-ci restent vrais avec des hypotheéses plus faibles (voir [Tau00]Th 2.3.2,
[VIKNO0S]28.Fx) :

— Si G est un groupe topologique compact agissant contitiment sur un ensemble X compact, alors
pour tout z € X, le morphisme d’action de G vers 'orbite G - x se factorise en un homéomorphisme
de G/G, sur G - x (G, désigne le stabilisateur).

— Si G/H et H sont connexes, alors G l'est aussi.

On observe que SO, (R) agit transitivement sur la sphére unité S~ de R™ (puisque tout vecteur

x de S"~! est le premier vecteur d'une base orthonormée directe de R™). Comme SO,,(R) et S"~! sont

compacts, en notant e; le premier vecteur de la base canonique, SO, (R)/(SO,(R))e, est homéomorphe
4 S™1, et donc connexe. Mais comme ce stabilisateur est I’ensemble des matrices de la forme

10 - 0

: M

0

avec M € SO,,_1(R), on en déduit que SO, (R)/SO,,_1(R) est connexe. Or SO;(R) = {1} est connexe,
donc un raisonnement par récurrence sur n permet de conclure.

1
Comme 'application A — A est un homéomorphisme de SO, (R) dans O~ n(R),
1
-1
on en déduit que O (R) est aussi connexe, ce qui fournit la décomposition de O, (R) en deux composantes
connexes. O

Définition 29 On distingue parmi les symétries orthogonales (éléments de O, (R) annulés par le poly-
noéme X2 — 1) deux cas particuliers :

— Si le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 pour A est de dimension 1, i.e. si A est

1

semblable (dans une base orthonormée) & , on dit que A est une réflexion.

1

-1
— Si le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 pour A est de dimension 2, i.e. si A est sem-
1

blable (dans une base orthonormée) a . 1 , on dit que A est un renversement.

-1

-1

Proposition 30 (i) Sin > 2, toute matrice orthogonale de R™ est produit d’au plus n réflexions. En
particulier, les réflexions engendrent O,,(R).

(ii) Si n > 3, toute matrice orthogonale directe de R™ est produit d’au plus n — 1 renversements. En
particulier, les renversements engendrent SO, (R).

Théoréme 31 SO3;(R) est simple.

Brieuc FRENAIS 6 ENS Rennes - Université de Rennes I



Lecon 160 II Etude des endomorphismes orthogonaux

Idée de preuve. On se donne un sous-groupe distingué non trivial H de SO3(R). Tout d’abord, on invoque
la proposition précédente et le fait que les renversements sont conjugués dans SO3(R) pour se ramener &
I’existence d’'un renversement dans H. Ensuite, on se donne un élément non trivial v de H, qui d’apres
la proposition 38 est une rotation. On va alors pouvoir montrer que si la distance entre deux éléments
x et y de la sphére unité est assez petite (borne définie par l'angle de u), alors il existe un conjugué
dans SO3(R) de w qui envoie = sur y. Comme R est archimédien, on peut choisir = sur I'équateur et y le

. 7T s
vecteur obtenu en effectuant une rotation d’angle — (avec n assez grand pour respecter la condition sur la
n

distance) depuis z autour de l'axe de u, et itérer n fois : on aura un produit de n conjugués de u, qui est
donc un élément de H, qui effectue une rotation d’angle m autour de l’axe de u : c’est un renversement.
a

On introduit le corps des quaternions et on donne quelques résultats dont la démonstration ne pose
pas de difficultés et que I'on utilisera dans la démonstration du théoreme 34.

Définition 32 On note H le corps des quaternions :
H:={a+ib+jc+kd a,b,c,dc R} ~R™:.
On rappelle les relations entre les générateurs :
i =42 =k? =ijk = —1.
On définit la conjugaison quaternionique par
g=a—ib—jc—kd sigq=a+1ib+ jc+ kd

et la norme quaternionique par
N(q) = V41,

qui correspond & la norme euclidienne sur R*.
Proposition 33 (i) La norme est multiplicative :
Va,¢ € H N(aq') = N(q)N(q').
(ii) Le centre de H* est R.

Théoréme 34 (Quaternions et groupe spécial orthogonal) Soit G le sous-groupe du corps des
quaternions composé des éléments de norme 1. Alors G/{£1} est isomorphe & SO3(R).

Ce théoréme fait I’objet de mon premier développement.

Application 35 Tous les automorphismes du corps des quaternions sont intérieurs.

Il est possible de déduire d’autres résultats reliant le corps des quaternions & O4(R), et d’énoncer a
partir de la des propriétés de connexité sur ce groupe orthogonal.

3 FEtude de O(R) et O3(R)
Proposition 36 SO3(R) est l’ensemble des rotations, données par R(0) := (COS(G) —sin(@)) ol
’ ' sin(f)  cos(h)
0 est langle de la rotation. O, (R) est I'ensemble des symétries orthogonales, données par S(6) :=
(cos(@) sin(f)
sin(d) —cos(#
fait la symétrie. On voit sur la figure 1 une illustration de ces deux possibilités.

)), ou g est 'angle par rapport a Re; de la droite vectorielle par rapport a laquelle se

Remarque 37 On en déduit que la composée de deux symétries orthogonales est une rotation. Récipro-
quement, toute rotation est le produit de deux symétries orthogonales, via le calcul

R(0) = S(6) o S(0).

Brieuc FRENAIS 7 ENS Rennes - Université de Rennes I



Lecon 160 II Etude des endomorphismes orthogonaux

IR

0 (b) Isométrie indirecte : symétrie orthogonale

(a) Isométrie directe : rotation

FIGURE 1 — Isométries vectorielles de R?

Proposition 38 Si A € O3(R), A est semblable & la matrice par blocs

(of2)

ou 6 est un angle réel et € € {£1}. De plus, A est de déterminant €, donc A € SO3(R) si et seulement si
¢ = 1. A correspond donc a la rotation d’angle 6 autour d’un axe donné, suivi éventuellement (si ¢ = —1)
d’une symétrie par rapport au plan orthogonal & l'axe de rotation (voir figure 2) . Si A € O3(R) est
différente de 4+ 1d, deux cas disjoints sont possibles :

(i) A est directe, et Pangle non orienté de la rotation se déduit de la trace de A :
Tr(A) = 2cos() + 1.

(ii) A est indirecte, et angle non orienté de la rotation effectuée avant la symétrie est donnée par la
trace
Tr(A) = 2cos(d) — 1.

Dans ce cas, si 0 est nul, on dit que A est la réflexion dont le plan est celui par rapport auquel se
fait la symétrie.

2 -1 2
1
Exemple 39 Soit A= -] 2 2 —1|. Le calcul des produits scalaires entre colonnes de A montre
-1 2 2
que A est orthogonale. Le calcul de son déterminant montre que A est directe. C’est donc une rotation,
1
celle d’angle g autour de 'axe R | 1
1

4 Réduction des endomorphismes orthogonaux

On démontre finalement un premier théoréme de réduction, qui donne la forme générale des
endomorphismes orthogonaux.

Proposition 40 Soit u € O(F) et F un sous-espace de E stable par u. Alors FL est stable par u.

Brieuc FRENAIS 8 ENS Rennes - Université de Rennes I



Lecon 160 II Etude des endomorphismes orthogonaux

(a) Isométrie directe : rotation

(b) Isométrie indirecte : rotation puis symétrie or-
thogonale

FIGURE 2 — Isométries vectorielles de R3

Théoréme 41 (Réduction des endomorphismes orthogonaux) Soit u € O(E). Alors il existe une
base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est de la forme

R(6h)

ou g; € {£1} et les angles 6; sont tous non nuls modulo 7.

Idée de preuve. On procéde par récurrence sur n € N*. Soit u € O, (R). On traite deux cas.

— ler cas : u admet une valeur propre réelle. Alors cette valeur propre est nécessairement ¢ = =+1,
et si 'on décompose R™ en somme directe d’une droite propre pour cette valeur propre et de son

orthogonal (tous deux stables par u), on en déduit que u est semblable & v “ | avec

v € O,-1(R), et on conclut en appliquant I’hypothese de récurrence a v.

— 2é cas : u n’a pas de valeur propre réelle. On a deux possibilités. Le plus simple est d’utiliser le
théoréme spectral (théoreme 45) et d’observer que u+u* est auto-adjoint. Si l’on ne veut pas utiliser
le théoreme spectral, on peut néanmoins utiliser le fait que u admet deux valeurs propres complexes

T T
et sont deux

_ x
Aet A, Si xz et T sont deux vecteurs propres respectifs, alors les vecteurs

i
vecteurs réels qui engendrent un plan de R™ stable par u. Sur ce plan, u est un élément de O2(R),

donc semblable & R(#) (6 € [0,27)), et sur son orthogonal, on peut appliquer & u ’hypothese de
récurrence, ce qui permet de conclure.

O
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Lecon 160 I1I Etude des endomorphismes auto-adjoints

Ce théoreme généralise bien sir les résultats observés dans le plan et dans l'espace a la section
précédente.

III Etude des endomorphismes auto-adjoints

1 Réduction des endomorphismes auto-adjoints

Définition 42 Soit u € L(E). On dit que u est auto-adjoint ou symétrique si u* = u. C’est équivalent &
dire que sa matrice dans une (resp. toute) base orthonormée de E est symétrique. On dit aussi que u est
anti-symétrique si u* = —u, auquel cas sa matrice dans les bases orthonormées est anti-symétrique. On
note respectivement S, (R) et A, (R) les ensembles des matrices symétriques et anti-symétriques.

Exemple 43 Si p est un projecteur de F, il est orthogonal si et seulement s’il est auto-adjoint.

Proposition 44 M, (R) est somme directe de S, (R) et A, (R).

On va tout de suite déduire un nouveau théoreme de réduction, qui va nous permettre de donner un
intérét a la section suivante.

Théoréme 45 (Théoréme spectral pour les endomorphismes auto-adjoints) Soit v € L(E) un
endomorphisme auto-adjoint. Alors

(i) u est diagonalisable sur R (en particulier, ses valeurs propres sont réelles).

(ii) Ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, ce qui permet de construire, en prenant
une base orthonormée de chacun d’entre eux, une base orthonormée de E constituée de vecteurs
propres de u.

Remarque 46 On en déduit que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable (en base orthonor-
mée) et admet des sous-espaces deux & deux orthogonaux.

Idée de preuve. On montre d’abord que les valeurs propres d’'un endomorphisme auto-adjoint sur £ sont
réelles, en étudiant ses vecteurs propres complexes et leurs conjugués dans le complexifié de F. Ensuite
on montre que deux espaces propres pour un méme endomorphisme auto-adjoint sont orthogonaux, puis
on conclut par récurrence de maniere similaire au théoreme 41, en évoquant la propriété de stabilité de
Porthogonal d’un espace stable par ’adjoint (qui est ici 'endomorphisme lui-méme). O

2 Décomposition polaire

Définition 47 On dit qu'une matrice symétrique A € S,,(R) est positive (resp. définie positive) si (x, Ax)
est positif (resp. strictement positif) pour tout vecteur 2 non nul de R™. On note S;' (R) (resp. S;/ T (R))
I’ensemble des matrices symétriques positives (resp. définies positives).

Exemple 48 La nature (symétrique positive, symétrique négative, ou symétrique avec des valeurs propres
des deux signes) de la hessienne d’une fonction de classe C? de R™ vers R donne la nature des points
critiques associés (minimum local, maximum local, point col).

Exemple 49 Toute matrice symétrique définie positive est la matrice de covariance d’un unique vecteur
gaussien de moyenne fixée.

Proposition 50 A € S,,(R) est une matrice de produit scalaire si et seulement si elle est définie positive.

Théoréme 51 (Décomposition polaire) L’application

3| Op(R)xSHH(R) —> GL,(R)
(0,5) — 08

est un homéomorphisme.

Ce théoreme, ainsi que les deux applications, font I'objet de mon second développement.
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Remarque 52 Puisque GL,(R) est dense dans M, (R), on en déduit que pour toute matrice A €
M, (R), il existe une matrice orthogonale O et une matrice symétrique positive S telle que A = OS.

Application 53 Pour toute matrice A € GL,(R), on a [|A4||2 = \/p(*AA).

Application 54 Les points extrémaux de la boule unité de L(E) sont exactement les éléments de O(E).

Le théoréme de décomposition polaire vient justifier ’étude des endomorphismes remarquables faite
dans cette partie et celle d’avant : les deux types d’endomorphismes utilisés dans la décomposition polaire
sont justement les objets des deux théorémes de réduction que I'on a énoncés jusque l1a, le théoreme 41 et
le théoreme 45. Ainsi, combiner ces trois résultats permet de déduire une sorte de théoréeme de réduction
qui s’applique a tous les endomorphismes d’un espace euclidien.

IV Etude des endomorphismes normaux

On va finalement étendre les résultats obtenus sur les endomorphismes orthogonaux et auto-adjoints,
en introduisant la notion d’endomorphisme normal.

Définition 55 On dit qu'un endomorphisme u € L(E) (resp. une matrice A € M,,(R)) est normal si u
et u* (resp A et 'A) commutent.

Exemple 56 Les endomorphismes orthogonaux, auto-adjoints ou anti-symétriques sont normaux. Les
similitudes (u* = Au™!, avec X > 0) aussi, et leur ensemble GO,,(R) est isomorphe a R¥ xO,,(R).

Proposition 57 Soit v € L(F) un endomorphisme normal. Alors on a
Ve e B lu(z)| = [lu"(2)]].
Proposition 58 Soit u € L(F) un endomorphisme normal, et A\ une de ses valeurs propres réelles (&

supposer qu’elle existe). Alors E)% est u-stable.

Démonstration. On donne la démonstration de cette proposition qui est I'un des points clés de la preuve
du théoréme suivant, puisque c’est elle qui permet d’établir une récurrence.

Puisque u* commute avec u, u* laisse les espaces propres de u stable. Donc F) est u*-stable. D’aprés
la proposition 14, on en déduit que EAl est stable par u** = u. ([

Théoréme 59 (Réduction des endomorphismes normaux) Soit v € L(E) un endorphisme nor-
mal. Alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est de la forme

A1

0 s
ol r et s sont deux entiers positifs ou nuls, les A; des réels, et les 7; des matrices normales de M3 (R) de

a; —bj : ;
la forme <b] a 7 ), avec a; réel et b; réel non nul.
i %

Idée de preuve. Le schéma de preuve ressemble a celui du théoreme 41. On traite deux cas, selon que u
a une valeur propre réelle ou non, et on traite a part le cas de la dimension 2 qui donne les matrices de
la forme des 7;. O

Exemple 60 Dans le cas des matrices anti-symétriques, tous les A; et les a; sont nuls. En particulier, si
n est impair, les matrices anti-symétriques sont toutes non inversibles.

Le théoreme 59 permet de généraliser les deux théoremes de réductions que l'on a déja énoncés.
D’ailleurs, on peut tres bien choisir de démontrer ces théorémes a partir de ce dernier, puisque les informa-
tions donnés par les spécificités respectives des adjoints des endomorphismes orthogonaux et symétriques
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offrent des précisions sur les \; et les 7; qui apparaissent dans la forme réduite des endomorphismes
normaux, comme on ’a vu dans I'exemple précédent.

Un autre point de vue sur cette lecon pourrait donc étre de commencer par 1’étude faite dans cette
derniere partie des endomorphismes normaux, avant de particulariser aux résultats donnés en parties II
et I11.
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Développements

I Quaternions et groupe spécial orthogonal

Ref : [Per96] (§VIL2)

Ce développement consiste a démontrer le théoreme 34. On a défini le groupe des quaternions G
comme ’ensemble des quaternions de norme 1, muni du produit. L’inverse d’'un élément ¢ est alors son
conjugué.

Théoréme Il existe un isomorphisme de groupes entre G/{£1} et SO3(R).

Démonstration. Etape 1. Action de G sur H.

On considere 'action de G sur H par conjugaison : pour ¢ € GG, on définit 'application

S| H — H

¢ —— qd'q
Tout d’abord, cette application est linéaire (car R est central dans H, voir proposition 33) et bijective,
puisque Sz fournit un inverse & .S, (cela découle du fait que I’action par conjugaison est bien une action
de groupes). On en déduit que le morphisme de I'action S : G — G(H) est & valeurs dans le groupe des
automorphismes de R-espace vectoriel de R*, qui est isomorphe & GL4(R). On a donc un morphisme de
groupe

De plus, son noyau est par définition la trace dans G du centre de H, c’est & dire RN G = {+1}.
Etape 2. Restriction de laction & lespace des quaternions purs.

Pour un élément ¢ € G donné, S, préserve la norme quaternionique (par multiplicativité de cette
norme), et donc la norme euclidienne sur R* :

V¢’ €H N(S,(¢")) = N(¢9)N(¢)N(@) = N(¢).

D’apres la proposition 16, c’est dire que Sy, est un élément de O4(R). De plus, G agit trivialement sur
R (puisque R = Z(H)), et donc laisse également stable son orthogonal (par la proposition 40), qui est
I'ensemble P := Ri @ Rj © Rk des quaternions purs. Ainsi, s, := Sy p est un élément de O3(R), et on
construit ainsi un nouveau morphisme

s:G— Og (R)

de noyau {£1} 1. De plus, cette application est continue (pour la topologie naturelle sur O3(R), vu comme
un sous-espace vectoriel de M3(R) ~ R?). En effet, le calcul de la matrice de s, dans la base (4,7, k)
de P montre que ses coefficients sont des polynémes homogenes de degré 2 en les coefficients de ¢ : si
q=a+1ib—+ jc+ kd, on a par exemple

s54(i) = (ia — b — ke + jd)(a — ib — jc — kd) = (a* + b* — ¢* — d*)i + 2(ad + be)j + 2(bd — ac)k,

et les trois coefficients sont bien polynomiaux. De plus, G est connexe car c’est la sphére unité S? de H.
Donc, en tant qu’image d’un connexe par une application continue, s(G) est connexe. Il est donc inclus

1. Si g est dans le noyau de s, ¢ agit trivialement par conjugaison sur P, et mais aussi sur R puisque c’est le cas de tous
les éléments de G. Donc ¢ agit trivialement sur H, ce qui montre que ¢ est dans le noyau de S, {£1}. Réciproquement, —1
et 1 sont bien dans le noyau de s.
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dans l'une des composantes connexes de O3(R) données par la proposition 28. Comme s; = s_; = Idp
puisque R est central dans H, s(G) contient I'identité et est donc inclus dans sa composante connexe, qui

est SO3(R).
Etape 3. Surjectivité de laction obtenue.

On va maintenant montrer que 'image de s est SO3(R). Tout d’abord, si ¢ est un élément de GNP,
s4(q) = qqq = g, donc s, fixe la droite vectorielle Rg. De plus, comme q*> = —qg = —1 (puisque ¢ est un
quaternion pur, donc § = —q), 53 = 5_1 = Id. Donc s, est une involution. Mais alors nécessairement,
puisqu’elle est de déterminant 1, c’est un renversement (car s, # Id comme ¢ ¢ {£1}). Comme on
connait la droite fixée par s,, on en conclut ? que s, est justement le renversement d’axe Rq. Finalement,
comme toutes les droites vectorielles de P contiennent un élément de G N P, s(G) contient tous les
renversements. Mais comme ceux-ci engendrent SO3(R) (voir proposition 30), on a bien s(G) = SO3(R).
D’apres le théoreme d’isomorphisme, on en déduit que s induit un isomorphisme de groupes

5:G/{£1} — SO3(R).

O

Remarque L’isomorphisme obtenu est explicite, mais son inverse est difficile & exprimer puisqu’il faut
résoudre les équations polynomiales de degré 2 associées aux coefficients d’une matrice de SO3(R).

Ce résultat montre que, de méme que les complexes sont fortement liés au groupe orthogonal en
dimension 2, les quaternions jouent un role important vis-a-vis du groupe orthogonal en dimension 3.
Comme on ’a déja précisé dans le plan, il existe aussi d’autres résultats reliant les quaternions & O4(R).
Ce développement a donc une place importante dans cette lecon, puisqu’il permet a la fois de donner des
informations sur le groupe orthogonal et d’illustrer comment on peut déduire de propriétés de ces groupes
des informations sur d’autres objets beaucoup plus généraux, comme le corps des quaternions. De plus,
plusieurs résultats importants de la lecon (stabilité de Porthogonal, partie génératrice de SO3(R), etc)
sont utilisés au cours de la démonstration, qui donne donc un éventail des différents types de raisonnement
que l'on peut avoir quand l’on traite des endomorphismes orthogonaux.

2. En dimension 3, 'orthogonal du plan dans lequel on fait la rotation est une droite, ce qui permet de caractériser les
renversements par leur plan aussi bien que par leur droite propre.
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II Décomposition polaire et applications

Ref : [CG13] VLI+[FGNO09] 2.28

Ce développement est plus classique que le premier, et il faut parfois 'adapter a la lecon dans laquelle
on le présente. Initialement, je préfere montrer si possible le résultat dans le cas complexe, mais dans le
cadre de la legon 160 on donne 1’énoncé et la démonstration dans le cas réel (théoréeme 51) pour concorder
avec la notion d’espace euclidien. De plus, les deux corollaires présentés en fin de développements sont
deux applications dont les démonstrations ont des durées différentes, ce qui permet de moduler en fonction
du temps restant a I'issu de la démonstration du théoreme de décomposition polaire.

Théoréme (Décomposition polaire des matrices réelles) L’application

3:| 0,(R)xSFT(R) — GLn(R)
(0, 8) — OS

est un homéomorphisme.

Démonstration. Etape 1. Surjectivité de .

On se donne A € GL,(R). On remarque tout d’abord que AA est symétrique définie positive. En
effet, on a

_ t(tAA) =L AtA =t AA
~ si X est un vecteur non nul de R, alors (fAAX, X) = (AX, AX) = ||AX|]> > 0, car A est inversible.
Ainsi, d’aprés le théoréme spectral (théoreme 45), il existe une matrice orthogonale P € O, (R) qui
diagonalise ‘AA, c’est & dire qu’il existe des réels dy, .., d,, tous strictement positifs tels que
YAA ='PDP,
avec D = diag(d;)1<i<n- On note alors VD = diag(v/d;)1<i<n, et on pose
S :='PVDP.

On voit alors que puisque P est orthogonale, S? =* AA. On pose alors O := AS™!, de sorte que 'on a
0S = A. Comme 'S = S, S est symétrique. De plus, ses valeurs propres sont des réels strictement positifs
(les v/d;), donc elle est définie positive. On a également ‘00 =! (S~1)!AAS~! =t (S71)ISSS~! = I,,, donc
O est orthogonale. On en déduit que 4 = ®(0, S).

Etape 2. Injectivité de ®.

On se donne une seconde décomposition A = 0’S” de A dans O,,(R)xS;F T (R). On a alors
tAA :tsl tO/Olsl —_ Sl2.

Or on a déja vu que *AA = S?. On se donne un polynéme II € R[X] qui interpole les d; sur les y/d;. On
a alors
S ='PTI(D)P = TI("PDP) = TI('AA) = TI(S"?).

Donc S est un polyndme en S’, et donc S et S’ commutent. Mais comme elles sont toutes les deux
diagonalisables (d’apres le théoréme spectral), elles sont codiagonalisables. Il existe donc deux familles
(si)1<i<n €t (85)1<i<n de réels strictement positifs et une matrice R € GL, (R) telles que

S = R~ 'diag(s;)R

S" = R~ldiag(s))R
Mais comme S? = 52| on doit donc avoir s? = s, pour tout i, et donc s; = s, puisque ces coefficients
sont des réels positifs. Finalement, on obtient S = S’. On en déduit également O = O’. Donc ® est
injective.

Etape 3. Continuité de ®1.

2

Puisque le produit matriciel est continu, ® est. Il reste & montrer que ® ! lest aussi. Puisque 1’'on
se trouve dans des espaces métriques, on va montrer qu’elle est séquentiellement continue. On se donne
donc une suite (Ag)ken, qui converge dans GL, (R) vers A. On note également pour tout k

Ay, = O Sk
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la décomposition polaire de Ay, et de méme A = OS. On sait que espace O,,(R) est compact (proposition
27). Donc la suite (Ok)ken admet une valeur d’adhérence, que l'on note Q. Il existe donc une extractrice
@ telle que la suite (Oy))ren converge vers Q. Par continuité du produit matriciel, la suite (S,(x))rsn
converge alors vers H :=! QA. Comme l’espace S, (R) des matrices semi-définies positives est fermé, et
que H est limite d'une suite d’éléments de S;F+(R) C S;F(R), elle est symétrique semi-définie positive, et
elle est aussi inversible puisque A et *Q le sont, donc elle est finalement définie positive. Donc QH est
une décomposition polaire de A. Ainsi, par unicité, on a @ = O et H = S. Comme la valeur d’adhérence
est unique, la suite (O )ren converge vers O, et donc (Sk)ren vers S (toujours par continuité du produit
matriciel). Donc ®~! est continue. (]

Corollaire Si A € GL,(R), alors |[|A||| = v/p (fAA).

Démonstration. Soit A =08 € GL,(R). Alors comme O € O,(R), on a ||Az| = ||Sz|| pour tout vecteur
z € R™ On a donc ||A]]z = |||S]]]2. Comme S est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une

base orthonormée (ey, .., e,) de R™, composée de vecteurs propres pour les valeurs correspondantes, qui
n

sont positives strictement, Ay > .. > A, > 0. Soit alors z = Z x;e; de norme 1, on a
i=1
2

2 2
[[S]|” < < Pl = Al

n
E AiTie;
i=1

De plus, le cas d’égalité est atteint pour z = e;. Donc |[||S]||2 = p(s). On en déduit :

ATl = IS 1l2 = p(S) = /A3 = V/p(5) = /p((AA)
car tAA =t S'100S = S2. O

Corollaire Les points extrémaux de la boule unité de M,,(R) sont exactement les éléments de O,,(R).

Démonstration.

— Montrons que O € O,(R) est extrémal dans la boule unité. Supposons que O = = (A + B), avec

1
7172 . s . Y . . 2
A, B deux éléments de norme inférieure & 1. On a pour x € E unitaire

1 1 1
Izl = 10z]| = 5 |Az + Bz < 5 ([ Az]| + [|Bz[l) < 5 (Al + I BII) < 1.

Comme x est de norme 1, toutes les inégalités sont des égalités. On en déduit que A et B sont de
norme 1, que Ax et Bx sont de norme 1, et qu’ils sont positivement liés. Ainsi, on a nécessairement
Ax = Bz, et donc A = B car ceci est vrai pour tout vecteur unitaire. Donc O est extrémal.

— Réciproquement, si A est de norme inférieure & 1 et non unitaire, on écrit A = OS la décompo-
sition polaire de A (ici, S est seulement semi-définie positive). Comme S est symétrique, elle est
orthodiagonalisable : il existe P € O, (R) et D diagonale & coefficients réels telles que S =! PDP.
Comme |||S]|| = ||A]ll, les coefficients diagonaux A; sont tous compris entre —1 et 1. De plus,
comme A n’est pas unitaire, au moins 'un des \; (supposons que c’est A1) est strictement compris

avec a # 8 € [—1,1], et on note D’ = diag(a, Az, ..\,) et

entre —1 et 1. On pose alors A\ = ot

1
D" = diag(8, A2, .- A\n). Alors A = 3 (O'PD'P + O'PD"P). On a de plus, pour z unitaire

|0'PD' Pz|* = | D'Pa|” < ||D'||? || P2 < 1,

donc O!D'P est dans la boule unité, ainsi que O'PD” P. Donc A est combinaison convexe de deux
éléments distincts de la boule, et n’est donc pas extrémal.

O

Ce développement consiste & démontrer un théoreme analogue a celui de décomposition polaire des
nombres complexes : on sait bien siir que tout élément de C* s’écrit de maniére unique sous la forme
z=pe pour p € R% et § € [0,27). On peut démontrer (exactement de la méme maniére que pour le
théoréme de décomposition polaire des matrices réelles) le théoréme suivant, en se placant cette fois dans
M.,,(C). On note ici H, = H,(C) l'espace des matrices hermitiennes de M,,(C), H,f* = H,(C) son
sous-espace des matrices définies positives, et U,, = U, (C) I’espace des matrices unitaires de M, (C).
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Théoréme (Décomposition polaire des matrices complexes) L’application

&: | HftxU, — GL,(C)
(H,Q) ~— HQ

est un homéomorphisme. En particulier, tout élément M de GL,,(C) s’écrit donc de maniére unique sous
la forme

M = Rexp(iO),
avec R € H + et © € H,.

Exemple On prend M = (1 +01\/§ ?) On a alors

2 0\ /5 0 2 0 )
u=(53) (o wt)= (0 V)ewls

ce qui donne une décomposition polaire de M sous la forme M = H expiO.

o w3

0
™ )
2

Le théoreme de décomposition polaire est un résultat phare de la legon 160. C’est un joli résultat, qui
combine des méthodes de réflexions liées aux endomorphismes orthogonaux et aux endomorphismes auto-
adjoints. Plusieurs résultats variés issus de différentes parties du plan (théoréme spectral, topologie du
groupe orthogonal) sont mis en oeuvre pour démontrer le théoréme, qui permet ensuite de préciser encore
un peu plus la structure de 1’algébre des endomorphismes L(E). De tels résultats justifient amplement le
qualificatif "remarquable" employé pour désigner les endomorphismes étudiés au cours de cette legon.

Il faut remarquer que plusieurs autres résultats du plan auraient pu faire I'objet d’un développement,
a commencer par les théorémes de réduction (surtout celui des endomorphismes normaux). De méme, la
simplicité de SO3(R) peut étre mise en valeur. Le corollaire sur les points extrémaux de la boule unité
de L(FE) pourrait aussi convenir, & condition de développer les arguments, notamment la caractérisation
de letrémalité dans un ensemble connexe, qui est ici admise. Finalement, on pouvait aussi citer une
autre application du théoréme spectral, qui consiste a démontrer que I’exponentielle matricielle induit un
homéomorphisme de I’ensemble des matrices symétriques sur I’ensemble des matrices symétriques définies
positives.
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Oral blanc en classe

Je résume ici les questions qui m’ont été posées le jour de la présentation de la lecon en classe, en y
apportant des réponses. Le développement effectué en classe est le premier, sur les quaternions, et c’est
pourquoi les questions sont plutdt axées sur ce sujet-la. J’ai essayé de rentranscrire les questions dans
I’ordre dans lequel elles ont été posées. En particulier, le développement a parfois été utilisé pour répondre
aux questions générales, mais celles-ci figurent tout de méme dans la seconde partie puisqu’elles ont été
posées apres 1’échange sur la démonstration.

Questions sur le développement

— Montrer que R est le centre de H, et que la norme est multiplicative.

La définition de H comme R-espace vectoriel montre que R est central dans H. Réciproquement,
soit ¢ = a + ib + jc + kd un élément central non nul de H. On a par exemple, en écrivant qi = iq :

ia —b—kc+ jd =1a — b+ kc — jd,

et donc ¢ = d = 0. De méme, en écrivant ¢j = jq, on obtient b = 0, et donc g € R.
De la méme manieére, on montre la mutliplicativité de la norme en calculant la norme d’un produit
de deux quaternions et le produit des deux normes séparément.

— Enoncer le théoréme analogue qui relie C & un groupe orthogonal.

On note S! le groupe des complexes de module 1. Alors la multiplication complexe induit un
isomorphisme entre S et SO2(R) : C est isomorphe & R?, et la multiplication

Sei,et cC — C
z — ey

permet de faire le méme raisonnement que celui du développement, puisque la S.:e est représentée
par la rotation R(0).
— Donner le quaternion (modulo +1) associé a la rotation d’angle § autour de ’axe Rk.
cos(f) —sin(d) O
Dans la base (i, 7, k) de P, la matrice de la rotation étudiée est A = | sin(f) cos(d) 0]. On
0 0 1
écrit la matrice de rotation R(6) comme le produit de deux réflexions S() et S(0), ce qui permet

d’écrire
A S@) 0 S0) 0
Lo -1 0 -1/
. , . . . S(0) 0
On reprend alors la troisieme étape du développement. La matrice de droite 0 _q ) corres-

pond au renversement qui laisse stable le premier vecteur de base, qui est ici . Donc c’est s;. Le bloc

0
. . cos (3 .
de la matrice de gauche laisse stable le vecteur (s' §g))), donc la matrice a pour vecteur propre
in (5
2
cos (
associé a 1 le vecteur | sin (
0
ce vecteur. C’est donc s, avec ¢ = 7 cos

RFE est associée aux quaternions + (Cos (

2]
7)
2

) , ce qui signifie que c’est le renversement selon ’axe engendré par

) + jsin (g) Finalement, la rotation d’angle 6 autour de
) + ksin (g))

~—~
[SISYNIES
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Autres questions

— Existe-t-il d’autres résultats de simplicité pour les groupes orthogonaux, que celui sur
SO3(R) ?
On peut montrer que les groupes projectifs PSO,,(R) sont simples pour n = 3 et n > 5.

— Quelle est la nature de SO3(R) ?

On peut utiliser le résultat démontré en développement pour cette question : le théoreme 34 montre
que SO3(R) est homéomorphe (& condition de montrer que l'inverse de l'isomorphisme est une
application continue) au quotient d’une sphére de dimension 3 par la relation antipodale. C’est
donc un espace projectif de dimension 3.

~ Montrer que A € M,,(R) est normale si et seulement si elle commute avec A'A.
Le sens direct est évident. Il suffit de montrer le sens réciproque. On commence par démontrer que

Tr ((*Y44)2) = Tr ((1A)2A2) |

On a
Tr (fAA)?) = Tr(‘AA'AA)
= Tr(A'AA'A) car Tr(MN) = Tr(NM) (avec M =t AA'A, N = A)
= Tr(AA'A'A) car A'AA = AA'A par hypothese
Tr ((PAA)?) = Tr((*A)?A?) en prenant M = A? N = (‘A)?

On étudie maintenant la matrice S = A*A —*AA, qui est symétrique. On a
Tr(S%) = Tr((AA—tAA)°
= Tr((A'A)?) — Tr ("AAAN) + Tr (("AA)?) — Tr (AAUA)

Tr((*A)2A?)

— Tr (A'AA'A) - Tr (A%('4))

Tr(tAAtAA) Tr((tA)2A2)
Tr(S%) = 0

Donc S est une matrice symétrique réelle dont le carré a sa trace nulle. Or toute matrice symétrique
réelle est diagonalisable (théoréme spectral), et la trace de S? est alors la somme des carrés des
valeurs propres de S. Donc chaque terme de la somme est nul, ce qui signifie que S a toutes ses
valeurs propres nulles, et donc qu’elle est nulle, ce qui permet de conclure.

— Que dire des automorphismes de SO3(R) ?
L’intuition de la réponse vient du développement. L’une de ses applications (voir application 35)
consiste a démontrer que les automorphismes de H sont intérieurs. On imagine ainsi que c’est
également le cas de ceux de SO3(R). Une preuve de ce résultat est donnée dans [Per96] (§VL.8).

Sujets non évoqués dans le plan

On m’a également demandé ce qui pourrait éventuellement étre ajouté dans le plan. Plusieurs résul-
tats sur des notions liées & la géométrie dans R? et R3 (définition des angles orientés ou non, produit
vectoriel, détermination de 'angle orienté d’une rotation, etc.) pourraient étre mentionnés dans la partie
sur les endomorphismes orthogonaux. J’ai également choisi de ne pas évoquer les formes quadratiques,
qui peuvent aussi faire I'objet d’au moins un développement dans cette lecon. Cependant, ce point de
vue vient généraliser la notion de structure euclidienne sur un espace vectoriel, et je trouve qu’il y a
suffisamment de contenu a apporter sans avoir a s’éloigner a ce point du theme principal de la lecon, qui
doit rester celui des endomorphismes liés au produit scalaire initial. Finalement, j’aurais pu citer quelques
applications de plus, comme la restriction de ’exponentielle matricielle aux matrices symétriques, ou bien
des méthodes d’optimisation en analyse numérique.
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Index des notations

L(E) Algebre des endomorphismes sur E

At Orthogonal de la partie A C E

FoG Somme directe des sous-espaces vectoriels F' et G de

[m, n] Ensemble des entiers compris entre m et n (inclus)

Ry [X] Espace des polyndmes réels a une indéterminée de degré inférieur a k € N
PE Projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel F' de F

SF Symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F' de F
d(z, F) Distance du point x € FE a la partie I' C F

u* Adjoint de ’endomorphisme u € L(E)

M, (K) Algebre des matrices carrées de taille n sur le corps K

tA Transposée de la matrice A € M,,(R)

Im(f) Image de E par lapplication f

Id Application identité sur F

Uov Composée des applications u et v

O(E) Groupe orthogonal de F

0, (R) Groupe orthogonal d’indice n € N*

GL(E) Groupe des endomorphismes inversibles de F

GL,(R) Groupe linéaire d’indice n € N*

SO(E) Groupe des isométries directes de E

O~ (E) Ensemble des isométries indirectes de E

SO, (R) Groupe spécial orthogonal d’indice n € N*

O, (R) Ensemble des matrices orthogonales indirectes

G-z Orbite de = € X sous l'action de G

Gy Stabilisateur de z € X sous 'action de G

Sn-t Sphere unité de R™

H Corps (non commutatif) des quaternions

q Conjugué d’un complexe dou d’un quaternion ¢

G Groupe des quaternions de norme 1

P Espace des quaternions purs

G/H Quotient du groupe G par un sous-groupe distingué H

Rz Droite vectorielle dirigée par x € E

R(6) Rotation d’angle de 6 dans Ms(R)

S(6) Symétrie orthogonale d’axe Re'%

Tr(A) Trace de la matrice A € M, (R)

Sn(R) Ensemble des matrices symétriques réelles de taille n

A, (R) Ensemble des matrices anti-symétriques réelles de taille n

SH(R) Ensemble des matrices symétriques semi-définies positives réelles de taille n
SFT(R) Ensemble des matrices symétriques définies positives réelles de taille n
A ll2 Norme subordonnée a la norme euclidienne sur R™ de la matrice A € M,,(R)
p(A) Rayon spectral de la matrice A € M,,(R)

GO, (R) Ensemble des matrices de similitudes de taille n

E) Espace propre associé a la valeur propre A € R d’'un endomorphisme de E
H,(C) Ensemble des matrices hermitiennes de taille n sur C

H(C) Ensemble des matrices hermitiennes définies positives de taille n sur C
U,(C) Groupe des matrices unitaires de taille n sur C

A* Matrice adjointe de la matrice A € M,,(C)

diag(d;)1<i<n ~Matrice diagonale de taille n dont la diagonale est composée des d;
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